
This is a digital copy of a book that was preserved for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book' s long journey from the 
publisher to a library and finally to y ou. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that y ou: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at |http : //books . google . corn/ 




A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 
ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 
trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 

Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer r attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

À propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 



des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse ] ht tp : //books .google . corn 







I 



;; 






r^ 




I 





'^^^^Ê^ É^^^Bh^I^^^^^^L^^^^h^^mb 


w 




û 




■^^ 


--^ JHu-^-^l *^-«J 


[ 




1 




l 




1 




J 


'^^^^^^^r^-^ *T^H 


1 


^tfp^'' âs^ 


1 





^ y ..f^ /, ///^. 



Ç 



r-'S 



ir 



yO 



), 



I 



COMPLÉMENT 



DES 



ÉLÉMENS D'ALGÈBRE, 



niFRIHKRIK DE HUBÂKD-COURGIEK » 

me do Jardinet , n« i3. 



GOMPLÉMÉNT 



.y A ., 



ÉLÉMENS lyiI.GBBBË^ 

PAR S. F. LACROIX. 







i r- irii I % 



^ PARIS, 

BACHELIER, SUCCESSEUR DE M" V* COURCIER, 

I.1B&AIRB voua LU VATvivATIQVM , 

QUAI DES GRAHDft-AUaUfTIirS^ H^ 55. 

1825 



Modh î-OSSrIS 



Ce Traité est le cinquième Volume du Cours élémen- 
taire de Mathématiques pures ^ de M. Lacroix*, Cours 
qui compren£2 /'Arithmétique, f Algèbre, /a Géométrie, 
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Élémçqs, i^ Ç^ùiê/tiwAélBcûpti^é] , ia'iTrliité'ét^en- 
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Dès fonctions symétriques des racines des 
équàtioris. 

t. wN ÉppBÏie fonction ^uoe ou de plusieurs. quan- 
tîféà , ttfiM ,6tpréssioti 6oîlipQsée dé ces quantités , ou 

dont la valeur en dépend : x^, --^^sontdes'fooctionsde 

a:; ar4- i, — ^ j , etc., sont encore des fonctions de 
cx^ + a . ' 

X , lorsqu'on regarde les quantités a et & ^ c et il 

comme détecminées^ou connues. L'escpression axy^^by^^ 

considérée par rapport aux quantités a: et j^ seules ^ est 

une fonction de x et y ; les racines d*une équation, dé- 

pendaitt de é^es coefficient et de son lexpôsàlit , sont , 

par cette raisoir; dès fonctions de ces quantités. 

Quoiqu'on, ne puisse obtenir en général Jes racines 

d*rfnè équation que par approximation ou avec (des ra- 

dièat^; il y a cependant des quantités qui dépendent 

de ces racines , et qui s'expriment d'une manière 

fàtibishéllé au moyen des coefficîens de Téquatipn pi:o* 

pà^é'é. Les (Juanïîtés dont je parle sont celles qui fenfer-» 

tà&ît Wtiléâ les ràcine*s combinées d'une manière sem- 

CompL des Elém» d^Alg, ^ 
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Wable , soit entre elles , soit avec d'autres quantités, et 
que pour cela je nommerai fonctions symétriques. 
La somme des raciqes , celle de leurs produits deux à 
deux, trois à trois^ etc., données respectivement par les 
coefficiens du second, du troisième, du quatrième, etc., 
termes, sont des fonctions symétriques. 

On reconnaît, en général , une fonction symétrique à 
ce qu'elle ne changé point de valeur, quelque permuta** 
tion qu'on y fasse entre les quantités dont elle dépend. 

Les fonctions qui n'ont pas ce caractère , dépendent 
d'équations plus élevées que le premier degré^ parce que 
c'est une loi bien renlarqùable de l'Analyse, et une suite 
nécessaire de sa généralité , que l'équation d'pù dépend 
la détermination d'une fonction quelconque , renferme 
toujours toutes les valeurs dont cette fonction est suscep- 
tible, en y échangeant , les unes dans les autres, les 
quantités sur Tordre et la valeur desquelles les con- 
ventions n'ont rien établi de particulier. 

I^es questions suivantes, quoique très simples, répan- 
dront le plus grand jour sur tout ceci. 

2, Proposons - nous d'abord de trouver deux^ quan^ 
tités dont la somme soit p et le produit q. 

En représentant par x et par^ ces deux quantités , 
on aura * 

^+J' = P>} d'où l'on tirera f ^-P^ + 9 = o, 

les deux inconnues x etyjseront les racines d'une même 
équation, parce qu'elles entrent toutes deux de la même 
manière dans les conditions du problème. 

Je suppose maintenant qu'au lieu de chercher immé- 
diatement les quantités x et y, on se borne à demander 
la valeur de leur différence x^-— y : on l'obtiendra sans 
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peine; car , en vertu des iSquations proposées, on aura 

retranchant le second résultat du premier , il viendra 

d'où * 

x-.jf = ±:Vp*— 44f- 

On pouvait prévoir d'avance que la fonction «—y 
aurait deux valeurs , et que par conséquent elle dépen- 
drait d'uneT équation du second degré ; car rien dans 
renoncé de la question et dans la manière de la ré- 
soudre n'indiquait qu'on cherchât x^^y ou j^— a?. 

La fonction o(^+y^y au contraire, dans laquelle il est 
indifférent de changer x en y, et réciproquement, n'étant 
susceptible que d'une seule valeur , ne dépendra que 
d'une équation du premier degré. En effet, si de l'équa- 
tion a;* + 2^ + J'* = P* ^^ retranche celle - ci , 
SLxy =zs^q , il en résultera 

Ces remarques seront d'autant n>ieux senties , qu'on 
sera plus habitué à la marche de l'Analyse. 

3. Il est facile de voir que si m, fi, y, J^ et t dési- 
gnent les racines d'une équation du cinquième degré^ les 
quantités 

-•+ fi'+ y^+ ^+ •% 

etc. , 

sont des fonctions sjrmétriques de ces racines. H en se- 
rait de même des puissances semblables des racines 
d'une équation d'un degré quelconque. Newton a dopné 

1.. 
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àéà tbihiulèd itèk èlégahtëS ]^oht hi tàlenler iàris (ju'fl 
soit besoin de résoudre Féquatioa proposée. Ces for- 
diules^ qu'il ne démontra point ^ sont de la plus grande 
importance dans là tlîêorîe Aéi équatlbûd ; je vais y 
parvenir, d'une manîèi*e simple , au moyeu de la for- 
mule trouvée dans le n** 180 des Elémens. 

4. Soit x^+Px^'+Q^'^i-hRx'^''^...+Ta:+U=o 
' l'équation prpposée ; le résultat de la division de son 
premier memt)re par o^ —:.<•; oraonné paï* rapport: kx, 
sera 
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pub cbibgeadt a en fi , on aura pour le quotient de la 
division par x — fi , 
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de même, pour le quotient de la division par .sk;'-^V> 
on trouvera ' 

ar"»-»+y lx«-*+y* |a.*"»-'^-fy^ i"»^^. 
-fpl +y>| ■^y^/' 
+ CI •+y<? 
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Eq ppntipu^pt ^iqsi, Qn o);^\i^ài^^ ^t^^dç ^H^\\^ 
qmlj ^^^ rapine?; fit poijr )es ajoi^teir^pawW^i W 
rpprésçQ^erft pap 5, 1^ 3pmçiç dp9 premières p^u^f^pf^ 
4je§ r^cine^, par ^% celle de leujrs çecondg^ p^ji^^^pciçs j, 
p^r ^3 celle de leurs troisièmes , enfin, par Svê, la^qif^e 
4p3 pu^5^i|f??8 du degrfS m - on aurp ^îr\fx 

*3=t:-i>4: ;/W4- v'-f ^+ **/ 
5;,= é^^h ft^+ v"^4- /*+ •^^- ; 

^ r4ide de cptte no^ftiq^, oj^ trouvera pqu^ 1^ apijJW 
de tous 1?9 cjucrtiens ^^^'^'i^és cirdes^us, T/çj^pr^saipii sui- 
vante : 

mx«-"+5i \pcn^-^+Sv U»^-hSs «"'-^...4- •^«-.^ 
+?nFl +PS^\ 4-P*. +^^«-./ 

-+• mTj 

^*obserye maintenant que chaque quotient particulier 
est le produit de tous les facteurs de la proposée , ex- 
cepté celui par lequel on a divisé. Le premier de ces 
quotîens^ par exemple, renferme tous les facteurs, 
excepté x — ce : le coemcient de son second terme sera 
donc la somn^e de toutes Içs racines , excepté « ^ prises 
av^ç de^ 9igne^ ppntr^ire;!; celui de son troisièmf. terfne> 
.1^ ^pmflijç 4e tçu^ UPKf .prp4"i*9 deux à dpy?^ , ja^cepjflê 
çe;^ qui aéraient formés de i^ lejttre # coml?in,^e ^v,ep 
ch^cîjr^ ^es AWtriBs : I.^ cQ^Çcipi^t dy qH^rièixi,e ten^ 
cpwtiçifdrait de mêo^e »tpus 1^ produits trois à tfoîs ^ 9^ 
Ve^ception d.e ceux qui résulteraient d^ l^t Utfïfi f* 
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combinée arec deux autres quelconques ^ et ainsi des 
coeiBciens suivans. Ce qui vient d'écre dît sur le premier 
quotient jet pour la lettre « , aura lieu également par 
rapport au second et à la lettre /S, au troisième et à la 
lettre y , etc. 

Il résulte de là que le coefficient du second terme 
dans la somme dés quotiens, ou dans la fonction {A), 
est égal à m -— I fois la somme des racines prises avec 
un signe contraire; car si toutes les lettres se trouvaient 
dans chaque quotient^ on aurait m fois cette somme ; 
mais comme chaque lettre manquera une fois > d'après 
ce qui a été dit ci-dessus , elles ne se trouveront toutes 
répétées que m — i fois. On aura donc ( m — i )P 
)pour le coefficient du second terme de (^) , et par 
conséquent 4 * ' \ 

5, + OTP = (m — i)P. 

Le coefficient du troisième terme de la fonction {A} 
contiendrait aussi m, fois les divers produits des racines 
M, fi^y^i", etc. , combinées deux à deux , si toutes en- 
traient dans chaque quotient ; mais chacun de ces pro- 
duits manque dans deux quotiens : afi , par exemple , 
ne se trouve ni dans le premier ni dans le second ; 
tous ne seront donc répétés que m — â fois ; et comme 
leur somme est exprimée par Q dans Téquation pro- 
posée, on aura (m — a)Q pour le coefficient du troi- 
sième terncke de la fonction ÇA) , d'où U résultera 

5a + i^«S, + jnQ = (m — a)Ç. 

De même le coefficient du quatrième terme de la 
fonction {A) ne contiendra que tîi— 3 fois les divers pro- 
duits des racines prises avec^des signes contraires et com- 
binées trois à trois ; car chacun de ces produits manquera 
dans trois quotiens : — «jSy, par exemple, ne se trouvera 
ni dans le premierj^ ^ni . daas le second , ni dans le troî- 
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sîètne i ainsi leur somme étant R dans l'équation pro- 
posée, (tu— 3)A sera le coefEcient cherché, et on 
aura par coi^séquent 

534.PS. + QS, + mR = (m — 3)fl. 

On peut pouser ces raisonnemens aussi loin que Ton 
voudra^ et on en tirera 

^,+ffiP=(m— i)P , \ r5,5».p=o, 

etc. . J (.etc. 

5. On obtiendra par ces formules la somme des puis-i 
sauces des racines , tant que l'exposant de ces puissances 
sera moindre que m ; mais rien n*est plus facile que de » 
la trouver passé ce terme. En effet , il suiEt pour ceta , 
comme Euler Ta remarqué , de multiplier l'équation 
proposée par x"; il viendra 

mettant successivement m, 0^ yj i", etc., au lieu de a? , 
on aura V 

etc.; 

et en ajoutant ces résultats entre eux , on conclura dl,e 
la notation adoptée , 

Sn^+PS„^^,+QSn^n^+RSn^n^'^'-hTSn+i+USn—0. 

Cette éqqatipn se lie parfaitement avec les précé- 
dentes , car en faisant n = o , on a 

5. = 5o = -^4-/8" + y^ + ^*+etc.5 

et comme a® = i , j8<> = i , y® = i , J*® = i , etc. , il 
«uit de là que S^ égale Tunité répétée autant de fois 
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qu'il y a de raciw i ôw égjal^ m. P^r çefte pbfçfyf^ 

tioij , l'équation ci-dft^«u^ ^6T^Ç.^t 

résqltat dpnt Ja ibune «époiiid à cçHe d^ )a dernière 
des équations d|i numérp précéd<ent ^ qui secait 

Çfi&'i^qDations , dont la loi ^t facile ^ saisir , renfer-- 
m&ntle théorème qpe Iftwtou^ i^o%çà à^^ fC^Anih- 
. nféliq^univ^rseik^ et qn!!! ^ agpli^ 4' Véq^u^tîofi, 

Diaçs ce cas pajrtiettli«r, où P»-^ i , -^ =:^ — 19, 

^, t==; 1 , y^= sis , 1S3 = 89 ^ ^ = 723 : ;.' ; 

' ■ *' ' 55=TT^849.': •• •• ••-..■ 

£; il iSât viJii];ile^Q.$il^ feir ^^-^ dans I^éqo&tiotL 

jM^of^sée, qu'on en réduise tous^les termes au même 
dénominateur^ on aura une équation dans laqcieille 
%ssfi ir";^ 'y et dont ," par conséquent , lés'ràclnas seront 
try, /3— % yr.', etc. \ dégageant do^c de son <ïo^cieâ|: 
la plus haute puissance de z , et mettant dans les :dsrr 
nières formules du n** préçédçp^j a^ lie|i dea co^çjep^ 
P, Ç, etc., ceux de l'équation tra^^forçiée, 1^3 qu^n^irr 
tés »Ç, , S^^ Sz, etc., Reviendront Içs somme;;^ de,s puiç: 
sances négatives des racines dé teproposéfe, et devrdfit'en 
conséquence être rettlf>lacées par ^_, , \9_a, ^«sj etc., 
en désignant par S'^n la quantité* «r^ *J- /^'^H- c*c/ 

Nous fcirons reçiarqi^er qp'au woye^ de çe%Xe nota-r 
tion, on peut changer le signe de n dans l'équation 
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et qu'on aura Téquation • .t>>j 

qui fera connaître les relations des sommes des puis- 
èances négatives , soit ayec celles des puissances posi- 
tives^ soit entre elka; mais tant que n<^m, cesder- 
lïi^r^s rel^Qn9 SQnt 9xp|rimé9s.plus siEdplen^ent par àe 
qui a été ffît ,^MW9«9. . : ' 

7. Avec le secours dçs résultats d\\ t^ui^îiérQ prépé^ei^t , 
toute fonction algébrique, rationnelle et symétrique des 
racines 4'uDe^ équatîoa. quelconique , pouri^a s^è^^primer 
p^r 1^9 CKMsfÇeien^ de «ûétte-.éqiiatiqii ^ i'ràen^Ie qtri Va 
pum^, 'liiwiiq»^ parlîcnliérV mi»Bkrerg lufib^mmb^t de 
quelle manière là chose .doit s'exécuter en général. * - 

Soientf^ jSpty les racin^ d'upei.q^aticui jdu ^rpisi^me 
degré Tsî Ton multiplie Tune par J^utre les quantités 
^+fi* + y'^== ^« et AP+l^^'y^ = Sp, il en résultera 

mais la première ligne du prepâ^rjmeniJ^re ej^t égalge à 
*^i»-4-p> et la seconde est une fonction symétrique diss.f^r 
cines «, ^ et y, formée en les combinant deux à (}eu;ç , 
et en les affectant, chacune à soij tour, de Vexpc^^nt 
/^ et de Vexpo^sant p : 011 aiyra dpnç ■ ^ 

Il est facile de ^<jir qu*en queljqi^ jç^mbriB.qpp ^ipïj»^t|les 
racines a, ^^f^^ ^tc., ^ valei^r d'yne fonction âymélfi^ilif 
fîe la forme »"^P + etc., ser^ toujours S^Sp — Sn^p^^ », ]Lep 
sommes SnSp et'5„^p étant calculées pour le nômhjce; d^^ 
rapines que Tori cpnddère. 

En multijpliant par ti? + fi^ + yi =^^ l'équalion pféi 
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cédente , on aura 

JLes denz premières lignes du premier membre de cette 
équation , étant des fonctions symétriques formées de 
produits de deux lettres , seront , d'après ce qui pré- 
cède , exprimées respectivement par 

Sfu^Sp — Sm^^ , et Sp^u'^Su^p^il 
ejt on en Conclura que la troisième ligne , qui est une 
fonction symétrique formée de produits de trois lettres > 
sera égale à 

On aurait encore ici , comme dans le cas précédent, un 
ré^sultat de la même forme, quel que fut le pombre dés 
racines ; en sorte que l'expression ci-dessus est celle de 
toute foncttdh symétrique composée de produits de trois 
racines. 

Le procédé dont j'ai fait usage pour découvrir les deux 
formules précédentes est général; et en continuant les 
multiplications , on parviendra à exprimeV une fônctiçn 
symétrique quelconque, qui ne peut jamais olFrir qu'une 
suite de termes tels que m^fi^'/i''^ etc. , et dans lesquels 
chacune des lettres m, fi,yf etc., se trouve affectée suc- 
cessivement de tous les exposans. 

La foifmule donnée ci-dessus , pour l'vèxpression de la 
fonction symétrique et'/SFyi + eta , doit être modifiée 
lorsque quelques-uns des exposans n,p, q deviennent 
égaux. 

Pour fixer les idées , je supposerai qu'il n'y ait que les 
racines «^ jS^ 7^ ^. La fonction «^^y*4' ^^^*9 composée 
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de tous les arrangemens possibles des ezposans n, p , g 
SUT les lettres m,fi,y, i", prises trois à trois, renferme en 
général vingt-quatre termes distincts ; mais lorsque deux 
de ces exposans deviennent égaux, comme dans la fonc- 
tion u^fiy-^ a*/2^-f- etc;^, elle ne contient plus que douze 
termes diiférens , répétés chacun deux fois, et la valeur 
que donne dans ce cas l'expression ci-dessus^ est double 
de celle que doit avoir l'ensemble des douze termes iné- 
gaux. Si les trois exposans n,p et q devenaient égaux 
entre eux, Ja fonction £t"|SPyf4*®^c*> °^ renfermerait plus 
que quatre termes diiférens , répétés chacun six fois ; 
et, dans cette hjrpothèse, il faudrait prendre pour la 
valeur de ces quatre termes le sixième de son expres- 
sion générale. 

Toutes les fonctions symétriqiies sont susceptibles de 
semblables réductions lorsqu'il y a égalité entre quel- 
ques-uns de leurs exposans *> en comparant leur forme 
réduite avec leur développement général, on verra faci- 
lement par quel nombre il faut diviser l'expression que 
donne pour ce dernier , la méthode ci-^dessus. 

Les fonctions fractionnaires ne doivent pas faire un 
article à part; car lorsqu'elles sont symétriques, il en 
résulte , après qu'on leur a donné le même dénomina- 
teur, une fraction dont les deux termes sont des fonc- 
tions symétriques et entières. La fonction 

.^..-^--f-i^.. ^^ ^ par exemple I conduit a 

numérateur et le dénominateur sont des fonctions sy- 
métriques; 

Plusieurs géomètres se sont occupés spécialement 
de ces recherches , et Vandermonde , en particulier, 
a imaginé une espèce de signe , ou un algorithme , au 
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moyen duquel il a construit 4^^ %Wi?liaf géaér^\(^ qm 
donûenl immç^i^^eqient J'expreçsipn d'ijne fonction sy- 
métrique qqelçqqque. Ceux qi^i ^^rpnt PMrieq? de cour ^ 
naître ces formules j, pourront cons^Ueç ^n ^émpic9 
(^ad. des Sciences^ anii. ;77i). 

8. Si l'on avait une fonction dans laquelle il n'entrât 
que quelques-unes des i^cines de réquation proposée, 
on pourrait encore, à Taidë de ce qui précède , parvenir 
À former la nouvelle équation dont elle doit dépendre . 
Qu'il s'agisse , par exemple ; de déterminer là sommé 
de deux quelconques des racines de l'équation générale 
du troisième degré ; comme il n^ aurait pas dé raîjion 
pour représenter cette somme par a «^ '^ plutôt que 
par CL 4- y, ou par fi + y, ces trois expressions doivent 
être regardées comm^ autant de valeurs dont elle est 
susceptible ; elle dépendra par conséquent d'une équa- 
tion du troisième degré , ayant pour racines « Hf" /^i 
« + y et i3 -(- y, et qu^on fonaerà en égalant à zéro Ip 
produit des facteurs . . • 

s:-(* + (3)^ ?— (* + r), ?-T(^,-^y)^. 

En efffcfi^aat le calcul ; qù p^bti^n^ra . ' 

-<flt«i8+«/8*+*V+«yHi8»y+iSV*)— 2t«/Sy . • * / 

.,•.*.,. ... ^ 
Les coeiliciens des différentes puissances de i: , d^ns ce 

résultat , 6ont des fonctions symitriqitef , doj?t on trbi^^ 
vera facilement l'e^gf esisipn , et les valeurs de Tigc^ç- 
nue z seront janssi celles de la fonction cherchée. 

L*équation géjiérale du troisième' degré étant repré- 
sentée par x^ + Px^ + Çx + H = o , on aura 
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mais donnent les équations do n® 4 

S,=—P, 5» = P*-r2iQ, 53 = — P3^3PÇ-3/î, 

et de plus , 

_ *g^ — fi : ' 

il viendra donc 

eX t CQ demiei^ réihitaf , 

.Çft e3(eipp)ë fait Toir qbe pour ftbuyet Téquation 
d*où dépend une fonction quelconque des ràciiies de Id 
proposée , il faut faire dâits cette» ftyoetion toutes les 
petTmitatioâa j^ssibles entre \hs lettres «, fi, y, i^ etc. ; 
et désignant par /^ ^, 9^'^ été. > les difKrens résultats 
obt|Huis ainsi , on égalera à zéro le produit des facteurs 
a—* ,2-/3^, z^—y^ 2 — ^^, etc. Les coeiHciens des 
puissances de t t^âhs Inéquation à laquelle on parviens 
dra étant des fbûctidbs symétriqiles des quantités *', §[ , 
y, tf^V etc.i ^i rérfferihent entré? feihy ioute? lôs-coitibi- 
naisoDs qu*on peut faire des quantités «^/i y > l^ etc. y 
dans la fonction cherchée, seront aussi des fonctions sy- 
métriques de ces dernières ; et pourront par conséquent 
s'expnmfer^Qvs utiê forme rationnelle par les coefficiens 
de rél^uation dohnéé. En èlîFet , il est Facile de voir 
qu aucune fonction symétrique de a', ^s', y', ^, étfc., 
ne peut changer de valedr^ de quelque manière qu'on 
permute entte elles les lettres ti,^^ y^ i^^ etc. ; et cette 
invariabilké est y ainsi t|U[*on Ta vt^ pins haut , le carac- 
tère essentiel Ses f^cti^ons symétriques. 

9. Les équations^ qui déterminent »9t , 5a, ^3, etc. , 
dl^ le 11** 4 > donneât. énssi les expressibitS/ soi ventes : 
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Q ^-— , 

«— g , 

etc., 

par le moyen desquelles on peut trouver les coefEciens 
P, Ç, R, etc., d'une équation a?" 4-Pa:"*"*+ etc. =o, 
lorsqu'on connaîtra les sommes S^, S^, Ss, etc., des 
puissances de ses racines. 

Ces formules sont commodes pour former l'équation 
aux carrés des différences des racines d'une équation 
donnée (^Elém., ao8). 

Soit, pour exemple, l'équation x^— 7J>4-7=o ; dési- 
gnons ces racines par €t,fiyy, et ses coefEciens par P, 
Qy Ry l'équation cherchée étant alors 

{^i^-fiT} {«-(-*->y} (^(i8-^)*}=o (D), 

il Tiendra pour la somme de ses racines , 

(-*-/3)*+(ct->y+(5->.)« = 

pour celle de leurs quarrés , 

pour celle de leurs cubes, 

2(*«+/86+3,6)-6(-»/H-/8'+-VH-3'*4h8V+/83.») 

et on trouvera , par le n» 4> 

S,=so, 5,aîi4,S«=— ai, 54=98, 5«=»-a45, 5«=fô5. 
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Nommant alors/, , /• , /s » les sommes développées ci- 
dessus y on aura 

/. = 4a, /. = 88!i, /3=i8669; 

et comme il existe entre /, ^ /» , f$ et les coefiiciens. 

de réquation en z , que ]e représenterai par 

2,3 -j- pz^ -f. i/z + r =o , les mêmes relations qu'entre 
St^Sa> Sst et les coefiiciens P, Q, R , les formules 
rapportées au commencement de cet article , donneront 

p = — /,= — 42, 

et , par conséquent , TéquatioB (t)) deviendra 

«3— 4aa» + 44ia — 49 = , 
comme dans le n^ ao8 des Êlémens. 

10. La théorie de Télimination , dans les équations à 
deux inconnues , dérive d'une manière bien simple de 
celle des fonctions sjrmétriqnes , exposée dans les ar** 
ticles précédens. 

Soient les deux équations 

x^+Px^\+Qa^-^ +Rx^'^ ...+rx+î/:?=o...(i), 
j;«+^':2?«-»+Ç'a:»— +«'x«-^.. +ra:+Z'=o...(a); 

le moyen qui s'ofire le premier ^our chasser x de ces 
équations^ consiste à prendre dans l'une d'elles la valeur 
de X, pour la substituer ensuite dana l'autre. Supposant 
donc que l'équatioh (1) soit résolue , et qu'on en ait tiré 
les diversei valeurs a: = #,x = /8,a? = >, a:=/', etc., 
comme elles appartiennent toutes à la question proposée. 
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ellBB doinfnt éltre ëtthàtituées indistjnctenii^nt dtttÉ Yé-^ 
quation (s) , et produiront ainsi agitant tle résultats dé- 
livrés de X, qu^ Véqtiation (i) a de racines : on aura 
séparément 

etc. . J 

Aucune de ces équatibnâ ^ considérée en particulier, 
ne peut être la résultante chërcbée ; mais cette dernière 
doit les comprendre toutes, et atbir lieu en même temps 
que chacune d'elles; cdriditfon qu*6n. Templira en les 
multipliant entre elles*, et en égalant le prpduit à zéro^ 
puisque ce produit deriQndra identiquement nul ,^qaand 
l*un quelconque de ses facteurs s'évanouira. On voit de 
plus qu'il ne changera point, quelque permutation qu'on 
fasse dans Tordre deâ quantités w^ fij ^> f^ eto.5 qui con- 
courent toutes de la même manière à sa formation ; il 
lïe ifèhfèrmerà.donc que des foncHons symétriques de 
c'éfe Quantités , et pourra par conséquent s'exprimer ra- 
tièrtiâélléitreÀt par lès éôelticiens de l'équation (1). . 

Si les équations (1) et (2) ne renferment que deux 
inconnues xet y, et sont dû même degré par rapport 
à l'une qpe par report à l'autre , l'équation finale en jr 
ne à^élevera point au-delà du degré mfi. En effet ^ la 
fifÂinmé des é^pbsàns de x et de y ne pouvant surpasser 
m daès chaque tenue de Téquaticm {i),yhé èé trouvera 
qu'ida ^ëmî'ér d^né dans P^ au deuxième dadâ Q , au 
troÎBiémeâaiu Vî.... , au (m^^iy^*^ Ôàn* T, et enfin 
àa tfi*^'^ dan9Ï/. Enexaiuiniatit lac6]!npfoisiti6& des équa- 
tions 4ui donnent S^ , S^iSa etc. (4) , oh terra que 
Si ne pourra' étte ^t« d'à ptémi'eÉ' éé%ré ttt y, S^ du 
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éeuidème^ etc. A l'aide de ces remarques , on concena 
facilement que l'exposant dey dans la valeur d'une fonc- 
tion symétrique quelconque #t"i8Py*#* etc«Hhetc« (7) ne 
surpassera point le nombre ii+p + g +r+etc., qui 
marque le degré de cette fonètion : on pôutra dond re« 
garder les diverses puissances de «, fi, y, t'y etc., comme 
des fonctions de y du degré marqué par l'exposant 
dont elles sont alFectées. Mais , dans l'équation (â) ^ la 
somtne des exposans de x et de ji» n'étant jamais plus 
grande que n , P' sera du prémiëf degré en y , Ç' du 
second^ /î' du troisième..., V du (n -a-i)*^*"*, et enfin Z^ 
du n'^"'; tous les termes des équations (3) pourront 
donc aussi être regardés comme des fonctions de y du 
degré n au plus. Maintenant, si l'on fait attention que 
chaque teriiie dû produit des équations (a) aura pour 
facteun) un nombre m de termes de ces équations, on sera 
convaincu que y ne pourra s'y trouvet affecté d'un ex- 
posant supérieur à mn. 

Ceux qui auront quelque peine à saisir les raisonne- 
mens précédens i à cause de leur grande généralité , fe- 
ront bien de développer lé produit des équations (3) 
dans quelques cas particuliers. 

11. iPour éclaîrcir ce qui précède ; je vais en faire 
rapplicatiôn aux deux équations 

met fi étant les racines dé la premiètê , on aura , en les 
substituant dans la secondé, 

Le produit de ces deux équations sera • 

CompL des Elém. éCAlg* a 
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mais ^i»»= ()•, Ml^+0*fis= »fi (« + »)ax-. PQ, 

A l'aide' de ces valeurs /le ïésuîtat ci^dessus devient 
oD, oomnie dans le numéro cité des ElémenSy 

(Q- e)*+'(^.Q'- •p'Ç) (^ - n = o. 

Remplaçant les lettre» P et P', Ç et Q' par le» quan* 
tités qn' elles reptésentènt, oh aura réquation Snale en y. 

1 2. La thédrie des fonctions symétriques trouve aussi 
son application dans les équations à plusieurs inconnues. 
Soient y par exemple, deu± équations contenant les in« 
connues oc et ^; si Ton désigne les valeurs de x par 

celles de y par % 

«/^> y'> ^, etc., 
eii^c»:te^qYi6ift' correipoisdeài», jS' à ^^ e^aiiïsr^è suite, 
toute fonction de ces quautitiéâ qui deineure la même 
lorsqu'on y change un groupe de valeurs^ dans un autre> 
et réciproquement, comme , pai: exemple , « et « en i3 
et f^, puis fi et fi^ entt et /, est -symétrique 1 et peut 
8* obtenir rationnellement par les coefficiens des équa* 
tàont proposées : telle est la fonction 

en ne supposant que quatre valeurs à chacune des 
inconnues. 

Waring avait indiqué il y a long-temps, pouf obtenir 
ces fonctions, un moyen, qui d'ailleurs 9*oiFre presque 
de lui-même; c'était de faire a;y'= t, et d'éliminer 
x-ifij^f mtxe cette éqihitîan ef'les pifop(t)8éer. La r^- 
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àultante en t, ayant pour racioea lea di?eiBes camhi- 
naisons 

«P^V, ^^'P% ^^'f, cta , 

le coefficient de son second terme serait ttn nombre 
équivalent à 

— (liP^V + ^j8ri^+ y V^-H etc.). 

Ce procédé exigeant qu'avec les équations proposépé 
on en combine une autre où les inconnues a; et y pas- 
sent le premier degré , jette dans les embarras de l'élis 
mination entre trois équations à trois inconnues ^ lors- 
qu'il s*agit d'équations qui n'en contiennent que deux. 
M* Poisson j dans le onzième cahier du . Journal de 
l'Ecole Polytechnique (page 199), a donné un mojen 
très ingénieux pour sauver cette difficulté. 

Il fait t^zzX'^Ayy A étant un coefficient indétér-* 
miné quelconque. Si l'on tire de cette équation la ya^ 
leur de x ou dejf, celle de x pair exemple, qui est 
t — ^9 pour la substituei: dans les deux équations^ pro- 
posées 9 les résultats en t ety seront encore du même 
degré; et si l'on élimine j^, Péqu^tion' finale en t aura 
pour racines les diverses valeurs que prend la fonction 
X + -4y > lorsqu'on substitue aux inconnues chaque 
groupe de leulrs valeurs correspondantes , savoir : 

« + ^1*^ R + A^'y y + ^V, <J^ + ^(K, etc. 

La somme des puissances semblables de ceaifdcines j 
pu la fonction 

(«+^-'y+(^'+^iS'y+(y+^yy+etc., 

sera exprimée par une fonction rationnelle de$ coeffi- 
ciens de l'équation en t^ qui ne contiendront que ceux 
àfi& proposées et la^ lettre A \ mais la première de ces 

2. . 



flO COMPLÉMENT 

fonctions ^ se développant ainsi qu'il suit/ 



«'4.«< 



f-^t»' 






i.à 



A^+etc.f 



-{-etc. 

ne renferme qu'un nombre limité de puissances entières^ 
et positives de ji^ multipliées par des coelEciens qui 
sdnt indépendans de cette lettre , que d'ailleurs rien ne 
détermine ; la valeur que Téquation en t fournit de la 
même fonction , doit donc se développer ainsi , 

à + bJ[ + eA''+etc., ' 

a,b,c, etc. ^ désignant des quantités connues ; et l'on 
aura par conséquent 

•'+/8'+y'+etc. = a, 

r («^V + jB'^y + 7'^V+ etc.) = b , 

r(r-i). 



etc.. 



. («'^V» + iS^i8'*+y^y'*4-etc.) = c, 



équations qui feront connaître les fonctions symétdquen 
de la forme 

«P^V + zS^/jr+etc, 

dans lesquelles p + p^=zr. 

Si l'on multiplie la précédente par 

«Vï' + /8î/3V+etc.y 
le produit 

.^F-^a'P''^' 4- fiP-Hfi'P'-^' + etc. 
+ tiPj^pi^''i' -f »U'i'e^^'v' + etc. 

comprendra deux fonctions symétriques , dont la pre- 
mière se déduira de iiP»^ + etc. , en changeant p en 
P+9» et p' en p'-\-q' : on déterminera donc la seconde; 
et en s'élevant ainsi de proche en proche^ comme on l'a 
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indiqué ponr les éqtiations à une seule inconnue, 
dans le n° 7 9 on obtiendra la valeur des fonctions sy- 
métriques les plua générales. On peut voir la loi de leur 
formation dans les Meditationes algebraiac de Wa- 
ring ( page sâS). 

i3. Il est facile d'étendre ce qu*on vient de lire à 
un nombre quelconque d'équations contenant un pareil 
sombre d'inconnues. 

Pour trois équations eux, y ^ z^ par exemple , on 
prendra 

t=zX'{-Ay + B%\ 
et substituant à x la quantité t-^Ay^^Bz^ A et B 
étant des nombres quelconques ^ on éliminera y et 2 ^ 
entre les résultantes y ce, qui conduira encore à une 
équation en f ^ dont les racines seront 

m + AJ+BJ'y fi + Aff+Bfif, etc., 
si Ton désigne par 

«•> ^> >> ^> «^c-» 
.•', fr. y\ i^, etc., 
-% t^\ y\ ^', etc., 
les valeurs correspondantes des inconnues x^ y etz. 

La somme des puissances rde ces racines^ que je 
représenterai par St{m + Aêl + BJ) , s'exprimant 
d'une manière rationnelle au moyen des coei&ciens de 
l'équation en t, si on la développe ainsi que sa valeur, 
suivant les puissances et les produits des lettres A et 
B , qui doivent rester indéterminées, la comparaison 
des termes semblables , par rapport à ces lettres , don- 
nera les fonctions de la forme 

^^-1/ + fir^^0 4. yT-y + etc. , 



i.p«'p Vp" + fPfifP^fp" + ypypyp" 4- etc. , 

dans lesquelles p -f- p'+ p* = r. 
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Parla multiplication de celle8<ci^ on coxnpoaesa ceUe^ 

iSe la forme 

gfijv'j'f'ffi^^^^' + etc. 

l4« Au moyen de ce gui précède^ on parviendrait 
à réguation d'où dépend une fonction donnée des in- 
connues a: , ^, z, en formant dans cette fonction toutes 
les combinaisons possibles des valeurs correspondante3 
des inconnues ^ comme dans le n° 8 ; mais Tobjet princi- 
pal de ces recherches est d'étendre à l'élimination entre 
im nombre quelconque d'équations^ le procédé du n® lo^ 
,çt d'en conclure la démonstration delà proposition gé- 
nérale énoncée dans le n** 19G des EUmens. 

Pour cela , soient quatre équations complètes > de de« 
grés quelconques, renfermant les inconnues x^y^ z et^u: 
si entre les trois premières on élimine alternativement jy 
et a, a: et », a: et ^, on aura trois résultats en 

X et Uj yetu^ z eji.u. 

Ces dernières éqpations seront ^ «n «général^ toutes troi^ 
du même degré , pwîsque les équations proposées étant 
complètes ^ chacune des inconnues j entre de la jnème 
manière que les aiitres ; désignant donc par:» le jdegré 
de^B nouvelles équations , et concevant qu'elles soient 
tésolues 'i on tirera de^la première ^ipour tc^ n valeurs^ 

«., fi y y y ly etc., ' 

de la seconde ^ pourjf^ .21 valeurs, coixesppiidi^te^ , 

de la troisième , pour z , n valeurs correspondantes , 
^% /",>',^*^.etçv . 

£n substituant .ces .valeurs, daoâi U quatrième équatio^ 
prppesée^que jerepi^sènte par. . 
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m étant Toxpos^Qt de.ton degré /on fonatttraiksiéqua- 
tions.paiticuliërâs 

(«, «'; *% «)" = o, 
ifi> ^. fi^, ur= o, 
r(y, y, v% «ÎT = o, • 
etc. , 

dont le nombre sera^n, et auxquelles doivent satî^hre 
les diverses valeurs de z^; on conchira de là , comme daxis 
le n° lo, que l'équation finale en u résulte du produit 

(a,0\ a\ u.r(fi, fi',fi\ «r ^'i y> >^ ^r etc. = o, 

•comprenant .n facteurs. 

Il ne renfiiirme que des fonction» êjméttiqats ides 
Taleurs des inconnues x^y^Zf ipuisqu'en y changeant 
un groupaqfielconqnede ces valeuraidans tout.autré, 
on ne ^fait que changer rprdre^çs facteurs: On tpeut 
donc exprimer ce produit. d'une manière tation'HelIe 
aR|noy«n.i^es^t;peiIii^iepd dfl[s lïpis .pren^ièrfs éguat^ons 
proposées. . , ' 

,On remarquera d*abord que chacun, de <;es facteu;-s, a 
pour pre^nier terme u"», fit q^e.par conséquent le pife- 

jmier : terme du produit sera tt""*^ Dans tous Jé^,aj(^lrçs 
termes, l'exposant de u ne peut pas non plus s'éîe-ver ^u- 
delà de tmti y car la somme des eicpo^aos des lettJires x^, y, 

, ;& et u,.daçs4'éguation (yC, j^, z^ w)'"==P, pe pouvant passer 
le degré 1^., celle des exposaris.d^ lettres *j V, etc. , 

. fi y & f etc*, y ^ y', etc#, et u-, ne pourra surpasser tti/i dans 
le, pr9ct:^it,;et l'expression des fonctions symétrîqifes(jui 

.composewti^â difféi:en^ termes, qes'éleveraipas au-delà 
de Içqr .degré .,!p)p effet, l'équation en.f du.n** précédent 
ne peijt; mpwtçr^Jiïs hau^qu^ le degré leplus éleyé des 
équations. ,en|re J'we guelçoAque. dos. lettres x , y ,^.â et 
Ja lettre w.;\pt^ on, Ja représente pi^. !.t 
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u ne passera point le premier degré dans P, 
le second dans Q, 



le n?'«'dans U: 
les valeurs des fonctions de la forme Sr(ti+At/+Bm'') 
ne comprendront par conséquent aucun terme où l'ex- 
posant de u surpasse r, puisque leur expression ser^ 
celle de la fonction Sr dans le n^ 4* ^I suit de 14 que la 
yalear de tputç fonction de la forme 

^^'p'^^p" + ^ffp'erp" + etc. , 

ne pourra s'élever au-delà du degré p-jmp'^p" ^ ^t 
que dans celles de toutes les antres fonctions symétri- 
ques déduites de la multiplication de ces dernières, 
l'exposant de la lettre u ne passera pas celui qui 
marque leur degré , ainsi qu'on Ta affirmé plus haut. 
Il n'y aura donc enfin dans le produit 
(*, «', ^^ u)^ifi, /8^ fi^ «)«(y, /, /, tt)« etc. 
aucun terme où la lettre u passe le degré mn ; c'est-à- 
dire que le degré de Téqnation finale résultante des qua- 
tre proposées est le produit du degré de Tequation finale 
résultante des trois premières, multiplié par celui de 1^ 
quatrième^ 

Les raisonnemens ci-dessus convenant à tous les cas, 
et pour deux équations , Pu ne du degré m, l'autre du de- 
gré 71 y réquàtion finale ne montant pas au-delà du degré 
mn (lo), il s'ensuit que pour trois équations^ dont les de- 
grés respectifs seraient m^n^p, l'équation finale ne pasr 
serait pas le degré mn'Xp, et ainsi de proche en proche; 
donc Ifi degré de P équation finale y résultante de téli^ 
'minationentreun nombre quelconque d^équations com-r 
plètesj renfermant un pareil nombre d inconnues et de 
degrés quelconques, est égal au produit des exposant 
qui vfiarquent le degré de ces équqtiqns^ 



DES ÉLÉMENS D'ALGÈBRE. aS 

A l'égard des équations particulières qui n'ont pas 
tous les termes compris dans les équations complètes , 
il pourrait seulement manquer aussi quelque terme 
dans réquation finale y qui par là se trouverait abais- 
sée , ce qui ne change rien à Ténoncé du théorème. 

De la Résolution générale des Équations. 

i5. Ayai^t de s'occuper des équations générales^ il jest 
utile de connaître quelques propriétés des racines de 
l'équation à deux termes , y»*— i =<t', déjà considé* 
rée dans les Élémens^ n® 109. 

Soit, pour exemple y le cas particulier^— 1=0, 
dont les cinq racines seront désignées par 1 , « » ^6 , y 
et ^. En le comparant à l'équation 

• f + Py^+Qf + Rr + Sy + T=o, 
on trouvera 
Pz=o, Ç=0, iR = o, 5 = 0, Tsar— 1, 

d'où y par les formules du n® 4 > 

5. = 1 + #* + /3* + y* + ^ = O, 
^5 = 1 + «» + iSS + yS 4. ^5 ^ 5 . 

puis celle du n® 5, se réduisant à ^s^.»— 4^» *= o, donnera 
56= o, .Sy=o, «$s=o^ ^9=0, .Sio=5, 5,1=0, 
et ainA de suite. 



Posant ensuite j'=-, l'équation ^^ — 1=0 se change 
en -5 — 1 = o, ou a* — 1 = o , et les racines de cette 

dernière sont 1, -, ^, -, -r** ces expressions ont par 
# P y 0* 
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ooiuéqneiit les mêmes prppriétée que i , «, ^3, y «t J"» 
. pabqu elles appartiennent à une équation entièrement 
jemblable à ^"^ a rn o : on a donô encore 



. etc^ 

II est facile de voir que Içs racines d^.tQutes les éqq^- 
tîons de la forme y'^ — 1=0 jouissent de propriétés 
analogues à celles qu'on vient d'exposer pour Féqu^- 
tion j^— 1 = , et .qui Sie prouveraient de la même 
manière : ainsi, 1 ^ «,.^8, y , J", « , etc, , étant les ra- 
cines de Téquation y^ — 1=0, on aura 

^„ .=;?= 1 H- •»» rf- /S"* + y " + J^" + •« + e t c . ;= o , 

si m n'est point un multiplexe n ^r^t la ijaduie quantité 
deviendra égale ^ 7i> lorsque m, sera ^n multiple de n, 
La quantité invet^e 

' + 5= +. ;à, + ^ + ^ + ^+^^''' 

aura les mêmes valeurs dans les mêmes èirconstances. 

•iS. Quand rexposant n est un. nombre premier , les 
iracines^, Pt yt'^ i ^ » ^ià* y peuvent; toutes se déduire 
de l'une quelconque d* entre elles ; et voiei comment : 
# , par exemple , étant une.racine de y"— 1=0,, on a 

«» — 1=0, ou «"==15 

en élevant chaque membre de cètfe dernière «quatîon à 
la a% à la 3% à la 4% etc.^ pi^issancep, il viendra 

#^=1, «3«==i, *4«,ç=:i /^ai_ j etc. , 
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équations qni équiTalent ans: suitantes : 
(*^)»— 1=0, («3)«_i=o, («^)»— 1=0, («5)«— i=:o,etc.; 

4*où l'on voit qne « étant une des racines de l'équation 
y^ — 1 = p , autres que Tunîté , «% a^ , tfi , «^, etc. , 
fieront ausài des racines de la mènra équation. 

Il ne faut pas croire , d'après ce qui vient d'être dît , 
que le nombre des racines de réquation_y."-— 1 3=0 soit 
indéfini; on trouverait bien, à la vérité , que 

0% ,»»+*, V-^*, ««-^^ etc„ 
satisfont à cette équation ; mais 
ij»=i, a»+* = <»».« = «, <»*+* = «».«»"=:«*, etc. 

Lors donc que , daus les élévations indiquées plus haut» 
on aura passé la puissance n , les mêmes résjultata re- 
viendront, et dans le même ordre qu'auparavant. 

Depuis o jusqu'à n, au contraire, les pviis^ances de « ne 
donnent que des valeurs différentes , car il ne peut pasi 

Arriver cpie a!* es J^, tant que ^ et « aont moindres que n, 
et que ce nombre est premier. En effet , il en résulterait 

#/*"~^= 1, ^ i— r étant <^n\ ainsi les équations 

j/*^^— 1. ==0 et ^"— 1 =0 auraient une racine com- 
mune autre que l'unité : or, en cherchant iepr plus grand 
commun diviseur, on .trouve seulement y — i. 

W suit dft là qu'en prenant pour « fune quelconque des 
racines de j?"— 1 = , autres que l'unité , les racines de 
cette équation ne pourront être que 

-et: pui8f{ne 
on^'ÇQJTÇteW^eAi, 1,... — ,. sont, xJ^n^ .un 
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ordre inverse da premier , les expressions des n •— i 
racines autres que l'unité. 

En mettant ces valeurs dans celles de Sm et de. son 
inverse rapportée ci-dessus , on aura 

1 + «« -f. i,4ni ^ •'"»...+ «C»-0« = b ou = H, 

!+-=, + •—- + -^•••+ r, .w = O OU 5= n, 

selon que m ne sera pas ou sera un multiple de n. 
Il suit encore de ce qui précède , que si dans la série 

*, •% «', •""•*, 

on substitue, au lieu de «, l'une quelconque de seis 
puissances autres que Tunité , on n'obtiendra que les 
mêmes termes , mais placés dans un ordre différent ; 
car ce n'etit que changer la racine « dans une autre qui 
doit reproduire aussi toutes celles de l'équation propo- 
sée , c'est-à-dire les puissances ci-dessus. 

La même chose se prouve encore en observant que 
les exposans de tt, dans la série 

¥ a? 3f (n— ï> 

étant divisés par i», a&n d'en ôter les multiples de ce 
nombre^ laisseront pour reste» tous les nombres depuis 
1 jusqu'à n — 1 y sans lacune ni répétition, si 9<C,n , 
proposition qui sera démontrée dan^ l'un des articles 
concernant la théorie des nombres. 

17. Quand l'exposant, de l'équation à deux termes est 
un nombre composé , ses racines dépendent des équa- 
tions semblables ayant pour exposans les facteurs pre- 
miers de celui de la proposée. Soit j^"*i— 1=0 celle-ci, 
et posons mz=:np , n et p étante deux nombres pre- 
miers, n est d'abord évident que dès racines de chacune 
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des équatiôiis 

j^»— l=ao, y-*l = o, 

vérifieront la proposée ; car « étant une racine de la pre^ 
mîère, et J une de la seconde , on a nécessairement 

•ct« = «"? = («»y = i, 
puisque •" ^= i , et de même 

*'" = /»'' = («0" = i; 
mais en prenant séparément les racines de ces équations 
pour celles de la proposée, on n'en trouvera en tout que 
ji+p, parmi lesquelles l'unité se présentera deux fois. 
Il faut, pour obtenir le nombre nécessaire m , com- 
biner de toutes les manières possibles, par voie de 
multiplication , les n racines de j^* — i = o , avec les 
p racines de y^ — i«= o , ce qui donnera np valeurs , 
qui satisferont à la proposée , puisque 

Toutes ces valeurs seront différentes ; car si l'on prend 
r < 71 , 5 -< p , et que « et »' ne soient pas tous deux 
égaux à 1 , on ne saurait avoir «eV' = tm , puisqu'il en 

résulterait • '^^ = -r—^ , et que -—* étant racine de 

l'équation y^ — i = o , cette équation aurait avec 
^p — 1 = o une racine commune autre que l'imité. On 
• verra de même que Ton ne peut avoir <«' = i . 

On n'aura pas non plus (jut'y = i tant qu'on pren- 
dra q -^ m ou <^ np , et que « et •' différeront tous 
deux de l'unité , puisque «^ et « * ne deviennent pas si- 
multanément 1 , lorsque q n'est pas à la fois un multiple 
de n et de p, et il n'y en a pas au-dessous' de np. Donc , 
sous les conditions précédentes, la racine tut donnera, par 
ses puissances, toutes les racines de l'équation j^"'i—i=o. 

Enfin , quand m::zn^ , on tirera de la seule équation 
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y» — I = o , les racines de y"" — 1=0, en observant 

( iï' 

<Jùe \«v =•"= 1, et mettant dans «w', au lieu de « ^ 

» 
les 71 valeurs de ^m» * ^^ , 

Lagrange étend ces diverses remarques aux cas où le 
nombre m a plus de deux facteurs premiers; mais ce 
qui précède suffit pour l'objet de cet ouvrage, ( Toye2î 
le Traité de la Résolution des Équations numériques, 
»• édit. , note XIII , n° lo.) 

18. Oh a vu ( Elém.,.iS3^ note) que là recherche 
immédiate dès racines d'une équation par leurs rela- 
tion avec ses coeiUciens^ fait toujours retomber sur la 
proposée; mais il n'en serait pas de même si l'on çher- 
. chait d'autres fonctions des racines ; et si Ton pouvait 
tSrouver de ces fonctions qui dépendissent d'équation* 
d'un degré moins élevé que la proposée , il en. résulte- 
rait un moyen de résoudre cella-d, comme on va le 
foir pouf lès a% 3' et 4* degrés* 

Soit â-aboxd l'équationdu second degré 
«• •+• px + ^ 2=: o ; 
que aeti représentent ses deux racines : on aura 
a + b^^z-^p, ab = q. {Elém. ^, iS3). 

Etï^chéf chant à détennîner a et & par ces deux éqnationsy 
on trouverait e)ia6n en ^ une équation semblable à' la 
proposée ; mais si , par quelque moyen que ce fût , on 
parvenait à obtenir, en^e les racines œet b et le»' cod&- 
mens p Gt q, uue seconde équation: du premier degré , 
onaûlraîtsaDspeinë la valeur des racines. Il faut donc que 
la fit^nôtion dés racines qui composera cette équation soit 
delaiforme là-^mA; en sorte qu'on ait la •+•"»& =-a , 
ly m et- ^ étant des quantités indéterminées* 
Cette fokictia» , la + mb, esl^ suso^tièle dé deux 
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Valeurs différentes, en y changeant^ eai, et récipro- 
quement ; car on forme par ce»moyen les deox exprès-» 
sions la + mb et Ib 4- ^^' H s^ît de là , et de ce que 
Ton a vu n® 8 , que la fonction la + mb , ou z , dé- 
pend d'une équation, du second dfegré , excepté dans 
le cas où 7nv=z:^ /; cair alors elle deyient /( a -f- & )> 
et ne donne que la somme des racines qui est déjà 
connue. 

Puis donc que la fonction cherchée dépend nécessai^-* 
rement d'une équation du second degré , il faut, en dis- 
posant convenablement des quantités indéterminées / 
et m, faire en sorte que cette équation soit seulement à 
deux termes , afin qu'elle puisse se résoudre par une 
simple extraction de racine» Or, dans une équation du 
second degré à deux termes, et qui. ne contient par 
conséquent que le quarré de Finconnue , les deux ra- 
cines sont nécessairement égalesv et de signes con- 
traires; il faut donc qu'entre lés quantités la + mb et 
Ib + ma, qui sont les racines de celle qu'on cherche, 
on ait la relation 

la + mbzzz'^lb r-' ma , 

dTou Ton firé 

l{aJ^b)=—m{a^b)\ 

et en divisant tout par a + ft , 

/=: — m, 

<îette Condition étant la seule à laquelle il faille satis- 
faire pour remplir l'objet proposé , je prendrai^ pour 
plus de simplicité , /=— to = i ; la fonction cherchée 
sera dbnic a* — b-i et, d'après ce qu'on a vu dans le 
ntiméro cité^ elle dépendra de l'équatioû 

{« -Mi (a — i)} {« — (fc — a) } =3 0,. 



\ 
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OU y en développant , 

z^ — a»— ft•+^û^ = o• 
Or , on a 

fl« + 6« — fla6'= (a + 6)*--4a& =p» — 4</5 

substituant dans Téquation ptédédente , il vient 

d'où Von tire 

« = ±:ï/p*— 4</- 

Mettant pour £ sa valeur a — & , et combinant cette' 
équation avec celle-ci : 

a + i = — p., 
on en tjfera , pour a et 6 » les valeurs 



a= , ô= ^ , 

qui sont les mêmes que celles (pie donne ta méthode' 

ordinaire. 

♦ 
19. Pour simplifier les calculs relatifs à Téqua- 

tîon générale du troisième degré , on la suppose pri-« 
vée de son second terime , ce qui lui donne la forme 
suivante : 

et par des raisonnemens analogues à ceuk du n^ précé- 
dent, on clierche à priori une fonction des racines qui 
les détermine facilement , et qui dépende d*une équa*^ 
tion plus aisée à résoudre que la proposée. La forme 
la plus simple que l'on pubse donner à cette fonction , 
est la 4- Tnb -f* tic ; et en y changeant entre elles les 
racines a, b, c, elle offre six combinaisons différentes ». 



DES iLÉMENS D^ALGÉBRE. 33 

savoir I 

la + m6 + TIC , la '{'^ me + nb j 
Ih + ma -^^ ne ^ v Ib + mxi + na •, 
ic + mu + hb f . /c -H Tiifr -4- na : 

ainsi Téquation dont elle dépend est du sixième degré ; 
mais cette équation deviendrait résoluble à la manière 

de celles du second ^ si elle prenait la forme 

z^ + jiz^^Bzzzo, Dans cette hypothèse, on en dé- 
duirait • ' 

et faisant, pour abréger, 

les Jtrois racines cubiques de Tunité étant i , « , ce' (xG) , 
les six valeurs de z seraient 

< Z f €tZ y HZ y Z y UZ y A Z • 

Prenant donc deux des valeurs de la fonction 

la '■\- mb '\- ne ^ pour les quantités z' et z" y faisant, 
par exemple , ^^ 

2a + m&4~^l^^'> Ib + ma^ nc^zz^y 

on assujettira les quatre autres aux relations des di-:, 
verses valeurs de z ^ au moyen des équations 

le + ma 'i- nb =2 m (^la + mb + ne) y 
fc + mft -J- lia = « (/6 4- Tna + '»0 , 
ô -f- me + lia = «■ (/a + m J + ne) , 
là + m& + »& = «* (/6 + ma + tic) , 

qui se forment en comparant deux combinaisons dans 
lesquelles aucune des lettres a j b , c n'a le même 
Compl. des Elém. d'Jlg. 3 
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coefficient y et d*où Ton tire , en transposant, 

(l >^ an)c + (m -^ td)a + Qi -^ ttm) b =z o j 

(/ — an)c + Qn — */)6 4" (« *-". «m)tf = o 

(/ ^m*ni)b f- (lïi — ••ji)c + (» — aH)a = o, 

(/ — êi,*m)a + (m '^ê^n)c + (n — ttH)b = o. 

Comme ces équations doÎTent se vérifier indépendam- 
ment des Valeurs particulières de o, 6| c, ou égalera 
séparément à zéro les coelEçiens de ces diverses quan^- 
titésy ce qui donnera entre les inconnues l,m,n^ les 
équations suivantes : 

i — «;i = o, m— ^«J = ô, n -^ «an = o, 
/ — m*m:=^ o, m — •*»= o, n — «•/ = o. . 

Ûï l'-on -détermine l^nijn^ au moyen des trois pre* 
mières , en trouVera 

lz=z an y m = flt*/i., n = 0?n ; 

et si Foii dé f appelle Que oe' t= 1 , où Verra qilé ces ^ra- 
leurs -de / et de m satisfont atix t^oîs éqtJàtiôfas de la se- 
conde ligne.; en sorte que le côeiScient ii reste indéter- 
miné. En le supposant , pour plus de simplicité y éga) à 
1 ^ on aura les valeurs 

c'est-à-dire que les coefficiens /, TTiSseront les racines 
cubiques de Tunité : les valeurs de z et de z" seront pai 
côllséqtrefat 

2^ = *wi-f *^*-fc, z" = u^a + »b + cy 

et représentant par z la fonction îà + mb + hc , dont 
ïe cube ne doit avoir que les deux valeurs z^^ et z*'^, il 
viendrk ifi) 

{a3_(i,a+«*6 + c)3} {z^— (-»a +«i + c)3} =o. 
Ce produit est facile à exprimer au moyen des cpeiG-* 
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«d^iift dd réqnâtk)]» o:^ + /m? + 7 5= o ; car ^près en 
avoir diassé la quantité « , à Taide des relatioaa ^a|K 
portées dans ^e «^ t6| il i^e Qo^liendra plu9 que d^ 
folictions symétriques des racines a^b^c. £n ne dé- 
Te}qppant pas d*abord les secpnds ternies de chaque 
facbur, on tirouve 

—(m^a+tùb^cyf 
mais 

(aa+A+c)\m'a+^+cf=^liua+M.'b^^ 
Développant le produit (tfa+«e*i + c)(ct*a4"**+0> 
avec l'attentioi^ de substituer i au lieu de ce^j — 1 au 
lieu de ce + «% et de at^ + ^* (^S) , il viendra 
a^^ A^ + c» -^ ac—ab — bc, ' 
ipiaïitité équivalente à . 

puisque Téquatioû proposée étant sans «econd ternie , 
on doit ^voir 

fi+b+c=:o', 
et de là on tire / ' 

{Ai -4. ^b^ jP>3 {fiÇ*a 4. «i + cy t:z -^ ô^/)?: . 

Faisant €^uHe lé cube de ota_+ ût^»f-c ^ ainsi que. 
celui de A^'a+aib + c, prenant la somme des résultats , 
et mettant j pûur 1»^ «t pew «^, —.1 pqur a + «* 
«* + «t4ettA44.4$(lé),lIviiendra ' - ' 

— 3a»c ^ 3dc» -- Zcfb — Sflî* — Si^c — Sic* . ' 
expression <jiii, nt renfermaiit-que des feactions sy- 
métriques > peut être déterminée par les formules du 

3.. 
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n^ 7. Ayec un peu d*attentiop , on voit aussi qu'elle 

est équivalente à ^ 

a(a + 6 + cy— 9 [pc (a + 6 + c) — cic]) 

— 9 U°^ (a + i + — abc2> 

— 9 C^^C^ + 6 + c) — ^ ûi^j 
= — 277. 

On a donc enfin * 

équation qu'on appelle la réduite ou la résolvante , et 
dont les racines désignées ci-'dessus par z' et z", sont 

Mais les équations 

jointes à Féquation a -^ 6 -f- c = o , résultante de 

réyanouissement du second terme de la proposée , et an 

moyen des réductions in^quées n^ 16 , ^o^^^^^^ 

z' + z'' ^ ùLz'+it^z'' a^z'+etz" 
c=-3— , £.=— 3— , a = g V 

et si l'on mef pour les quantités z', a",ct, <»*, leurs va- 
leurs , on trouvera 

a 
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De ces trois racines , lar première senle parait réelle ; 
les deux antres sont sons one ferme imaginaire. 

Je reviendrai dans la suite sûr ces formules , pour 
faire connaître les diverses circonstances que présente 
la résolution des équations du troisième degré ; pour 
le moment y je me bornerai à observer que les quan- 
tités z^ et £* ayant chacune trois valeurs , puisqu'elles 
désignent des racines cubiques , il pourrait résulter de 
l'emploi successif de ces valeurs trois systèmes de ra- 
cines a^ by c\ mais celui que j'ai rapporté plus haut 
est le seul qui satisfasse à l'équation 

Les deux autres offriraient respectivement les racines 
des équations a;^-f**P^4-9=o» ar' + «^Jf+<7=o> 
liées à la proposée^ de manière à former avec elle , par 
la multiplication, une équation rationnelle du neuvième 
degré , et qui conduiraient également à l'équation en 2 , 
obtenue ci-dessus , parce que cette dernière ne contient 
que le cube de p , qui est aussi celui de etp et de a*p. 

Pour distinguer le système des racines qu'il faut 
employer , il suffit d'essayer s'il rend la fonction .... 
ab-^iic + bc égale au coefficient de x dans VéquatioB 
proposée : or les valeurs trouvées ci-dessus donnent 

ab+ac + bczn — J iV , 

et on a d'ailleurs 

aV= — 3p. 

ao. Je passe au quatrième degré. En désignant par 
a^b,c,d}fi5 racines de l'^h^ation sans second terme^ 

X* 4- px* + <7r + r =p , 

on cherche encore à trouver une fonction de ces racines- 
qui soit de la forme ka-^lb+mc+nâfet qui dépende 
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d'uoe éqttatkm mlmm élétée eu «oint AfEoilé é r iwmin 
que la propoéée. DaB9«tfi#1i»UefoiiolioB» l«t.l«Ufl»8^» 
b^Cf d pemrent être eoiBiméf^ d« vîn^ - qualre ^a- 
ftières différexites I 0t par coDBéqaeht elle d^it dépendra 
d^ooe équation du yiirgt-^ioatrième degré ^ mais oh peut^ 
en établissant des relations entre lee codS^îças iadéter'»- 
iBinés k,l,m^tn, réduire le noafbre de» cômlnn^iâonft. 
En ftnpposant d*abord &asziV ^ ne reM pliiique doiAB^ 
ckangenvcns posaîbltis datu la distribi«tioa dea lettres 
û^i,c,d, et ces.chahgemen8 m Tédutront à^i?c> ai ï^ 
fait 771 = n; la fonction ci-desaus d^mmdm Hl^rs 

8Qèbëjplt3>Ie de cinq autres chmagéiiieiii , 

lia + d) + m(b + t), • 
Hb + c) + mla + d), 
1(6 + cî)4;77l(a + c), 

04 he peut pbis dimiaxiier le nombre dq pes-comibi' 
naiaons sans les rendre toutes identiques f snais eu pot- 
•anit '/ nssf — TU , on aura les isix qii^çtités 

Ha ^ è — c — d), /(î?'4l ^ — a — ft) , 
/(a + c-r-6— ^, /(* 4» rf -^ a -^ c), 
Z(a + rf — ^ — <?), K^ + ^ — « -^.(0# . 

telles que les deux qui sont st)r*une même ligne ne 
diffèrent que par le signe ; en sorte que Téquation du 
sîx!ième degré , dont elles dépendent, doit avoir trois 
racines positives , et autant de négatiyes relpèctivembnt 
égales à chacune des premières. Cette équation sera 
donc de la forme 
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«t iNfâ0«tibl0 M trûinè^ie degJEi , en preMWI «^ pour 
VincMWf. Mak ^t, att lie» des quantités 
l(a+b — c— d), etc., 

on prend leors quarrësi on a*anra qne ttms fonctions 
différentes, puiscpa 

et ainsi des «utfes^ et faisant irs i dans ces dernières 
fenctioAs , l'équation qni dok les donner ;iera Iç produit 
des trois facteurs . . « 

é z — (a -^ b -^ c r- d)\ 
a — (a 4- <? — * — d)*, 

a — (cr + ^ — 6 — 0*. 
Or, 

a*'+i*'\'C^+^+Qûb — 2ac — âad^Qbc — Qbd+2cd=z 

et comme Véquation proposée manque de second terme, 
on a 

a + b + ci^dzso . 
tfoù 

(a + J — c — rf)* ==3-r 4oc — 4<ïd— 4*<^ — 4*d ; 

mais puisque, 4*^rès \^ f^)mpofi^Qn^s équations, 

p = cd6 -ih «^ + ad -|r 6c + W -^ cd, 

il en résultera 

frr 4a^'-«4^<' '*-** 4^^ *^ 4^ ^ -^ 4p + 4^6 ^-^ 4^ i ' 

donc enfin 

Op trouvera.de mêçie ...... 

(a + c -- ô — dy = — 4p. + fïc + '4bd^ ,\ 
(a 4- tf — i — c)' = — /fr> + 4^^ + 4&c^'- 
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5* , pour pl08 de simplicité , on prend l'nieonnu6 z ég^U 
au i des fonctions (a+c~*-rf)*, etc. , réquatioa 
en z sera le produit des trois facteurs 

^ * + P — (û6 + C£0 , 
'^ z + p — (ac +id), ^ 

« + P — M + bc). 

Il ne s'agît plus maintenant que de d|yelopper ce 
produit, .et d'exprimer en^,-^ et r, lesfonctions symé- 
triques de a, i , c et d, qui s'y trouvent contenues. . 

Pour effectuer le calcul avec plus de facilité . on 
posera * 

z + p = u, 
ce qui donnera les trois facteurs 
M— (aft+crf), u — {ac + bd), u^^ad + bcy 

Le;Coeflîcîent du second terme de lëquation en a sera 
égal à 

--(ab + ac + ad+ic+bd+cd), 

ou, ce qui est la même chose, à — p; celui du troi- 
sième sera 

a^'bc + a^'bd + a^'cd 
+ ab^c + ab^d^ + b*cd 
+ abc" + ac^d J^ bc^d 
+ abd\+ acd^ + bcd^. 

Cette fonction est symétrique, car elle ne change point, 
quelque permutation qu'on fasse entre les quantités a, 
b, c,d, et elle n'est qu'un cas particulier de la fonc- 
tion à^b^cif + etc. , dont l'expression est [ 

SuS^,--S„^^,^Sn^,-S^^ + aS^^ (7). 
Pour en avoir la valeur, on fait » = 2,p = i , ^ — i ^ 
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dans la formule cj^4. dessus , doat on ne prend qne la 
moitié, à cause que p s= q ; il vient ^ 

:J(5.5: — 353^.-5; + a54): 

cherchant ensuite les valeurs de 5i, 5», 5s > 04» et 
observant que le second terme manque dans Tequation 
proposée /on trouve — 4^ pour résultat. 

On arrive immédiatement fi ce résultiat , en remar- 
quant que la fonction c*ic 4" «te. est équivalente à 
a (abc + a6d -h cerf + if^d) — abcd \ 
+ b {abc 4- abd + ac-i + *cJ) — abcd f _ 

4- c («^^ + û*^ + û^^ + *^^ "" "*^^ \ 

4- d(abc + abd + ^cd + bcd) — abcd J 

(a + b + c + d) {abc + a6d+ acd + bcd)'^^bcd, 

et se réduit par conséquent à -^^^^bcd^ puisque 

a -f" ^ "f" ^ "H ^ ^^ ^* 
Le dernier terme de l'équation en u étant égal à 
— {ab + cd) {ac + 6d) {ad + 6c) ^ 
a pour développement 

f VJcrf + aï^cd + ûicy + ai<^^' 1 
~ 1+ a»6V + a^'l^d^ + aVd* + iVd* J * 
La valeur de la première ligne se déduirait de l'expres- 
sion générale des fonctions de la forme a^b^d^d + etfc., 
en y faisant ji=3 , p:=q = r=i 1 -, mais on voit bien 
aisément qu'elle n'est autre chose que 

aôcrf(aM-6*+c*+d*) = r5, = — apr. 

La seconde ligne aura pour expression , d*après ce qui 
précède, 

réutxisâa^t cep deux parties , et changeant leurs signes , 



4» coMviimwT 

Mtmnvw* -f-^w^^r peorkdffrivtennrd* 

1 équation cherchée, fni aem par iooauéfnoit 

mettant 9 -f p aa lien de a , 11 viendra 

Soient maintenant «(, z', z* les trois racines de cette 
équation , qui est la réduite, on auxa 

(«-h^i_d)._^. > d'où U+cr^b^d=±:»]/P , 

l*» t*OM dernières éqnatieiM étant aîontées alternati- 
vement avec réqnation a+i+c^ds=o , qui ré«ult9 
de 1 évanouissement do «çcond t^rme, donneront , en 
ne prenant d'abord que le signe supérieur dont diaque 
radical «pt*«Biot4, /* 

mais la somme de celles -ci, étant écrite dans la forme 

<t réduit visS)]fw>eiMt i 

d'où , par ce qui précède, l'on candut sans peine 

et en prenant les rignes inférieurs d^ radieaux; oh 
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tmtàtm _ 

d = i<+V/? + /?-/?). 

. Ces Imt yaleon eompKKMnt toul«t lei ooiiibfaiaf#oai 
^'oa peutâiîr» dM étmx âigaes dont chaque radical «st 
aficQté ; GèpcMant on fi'en doit employer que «quatre» 
Cette espèce d'ambiguïté tleiit à ce qu'ea B*a pas 

détentiiné immidiateîaeiit les fonotloqe 

ni^b^^c^d, «te. , mais leur qtiarré , qai reste lé 
même ^ quel qne soit leur signe et celui du coefkSeat 
Çj puisque l'équation en s ne contient que le quarré 
de ce coefficient. }1 suit de là que les racines trouvées 
doivent égalemejit satisfaire au cas où q est négatif 
comme à c^lui où H est positif \ en sorte que ces huit 
yaTeurs réunies sont les racines de Téqu^tlon résultante 
du produit des deux suivantes , 

^i ne difiièrent qne par le signe de q ; et que par cxm* 
•équent le système de yaleuiis , qui répond à la premièra 
équation | doit donner la e(»nme des produits des racines 
prises, trois à trois avec tm signe contraire , égale à «ftê 
quantské positive , et Tautre doit donner eette méitte 
tbsdme égale à une qnan^é négative. 

Ce earaotèt-e servirait à faire reconnaître Tensembie 
des valeurs qui conv^nent à chaque équation «a pâfr^ 
tioUlier ; maïs on y arrive plus simplement «n multi- 
pUantentreeux içs premiers membres des trois équations 

iz4-i_c — d = -fc ^V7, 
a + c r- A — d = d;: ^/s^, , 
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car en réduisant les fonctions symétriques qni com^ 
posent le produis, on trooye que sa valeur. eat égale 
à -» 8f ; il faut donc, dans tous les cas^ prendre les 
signes des radicaux, tels que leur produit soit d'un signa 
contraire â celui du coeiBcient q } mais comme pour 
déterminer, d*aprèâ cette condition, le système de Y%r 
leu^ qu*il convient d'employer , on doit , suivant' la 
remarque de M. Bret ( Correspondance sur CÉkolm 
Polytechnique y t. Il', pag. a 18), avoir égard k la nà»- 
ture des racines «^ &', tT de la réduite , je renvoie cet 
examen aux. articles dans lesquels je discuterai la na- 
ture des racinèa des équations du troisième et du qua- 
trième degré. 

âi. La méthode par laquelle ces équations ont été 
résolues précédemment est due à Lagrange ( Mén[i. 
de V Académie des Sciences de Berlin^ années 1770 
et 1771); mais , pour Texposer, f ai suivi la marelie 
tracée par M. Laplace dans le Journal des Séances de 
t École Normale (Leçons , t. II, page 3oa, 1" édition, 
o\x Journal de V Ecole Polytechnique , 7* et 8* cahiers , 
pag. 4s )• Quelque féconds que soient les principes de 
cette méthode , elle n'a pu s'étendre aux équations gé- 
nérales des degrés supérieurs au quatrième , parce que 
la fonction des racines qui 'sert à les déterminer dé- 
pend d'une équation plus élevée que la proposée, 
ainsi que je vais le montrer en présentant l'extrait 
de la i3* note de la seconde édition du Traité de la Ré^ 
solution des Equations numériques^ par Lagrange. 
- En désignant par x\ x", a?*,. . . x^"*) (*) les racines 
de. l'équation générale du degré m , il cherche une 



(*) Ici, et dans tout ce ç[ui suit, la notation (m) désigne k 
Bombre des ficcens que doit porter la lettre inférieure. 
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foûctÎDn de ces racines , ^e la fonûe 

dans laquelle « est l'une quelconque de^ racines de 1^- 
quation ^^""—.1 = 0, autre que Tunité positive. Il est 
aisé de voir que cette e^ression renferme celles qui ont 
été trouvées cî*dessus pour le troisième et le quatrième 
degré; car elle dévient , dans le premier de ces cas j 

et il suffit à! y changer x" en a, af enb, et j/ mi-ù^ 
pour en faire la valeur de z' obtenue*p8ge 34* -' 

Lorsqu'il s'agit du quatrième degré, il faut remarquer 
que l'équation y^ — 1 = o , outre + 1 et les racines n 
imaginaires +v/— 1 et — |/— 1 , a encore la racine 
-«- 1 ^ qui donnant «* = 1 , change l'expression 

x' + «X* + a^x" + rt^x»^ 
en» x' + a;" — x" — x'\ 

forme qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé page 38. 
On voit ici que la présence de la seconde racine réelle 
de l'équation y4 — . i = simplifie la forme de la 
fonction cherchée ; et il arrive quelque chose d'ana- 
logue toutes les fois que l'exposant du degré de l'équa- 
tion proposée n^est pas un nombre premier. 

aa. Supposons d'abord que le nombre m soit pré- 
mîer^ et prenons 5 pour exemple ; la fonction cherchée 
sera alors 

a étant une des racines imaginaires de l'équation. . • . 
jf5— i î =6. La formation des diverses valeurs de cette 
fonction s'(^érera en y eiFectuant toutes les permuta^ 
tiens possibles entre les cinq racine» x\ x*, x", a?*% a?^, 
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OU bien en laissaatHS^, If Itres dans U ipaéaie orcbe', mai^ 
en perœntaot de toutes les manières possibles leurs 
coefiicîens i , «e , «t*, ol^, a*, ou enfin i comme i = «e®, 
e&pemniWBtsedlâiâpfittes^nqekl^osmis- ' 

|>, i> û, S, 4> 
dont la lettre ^ est. successivement aifeçtée. 

Par cbacuoe de ces opérations on trouvera les mêm«^ 
valeurs au nombre de i . ^ .3 . 4 • 5 ^ i ao {Elém,, i 5q) ; 
mais ces valeurs peuvent se partager en groupes , ayant 
des relations, ^ui eâ facilitent la recbevohe ^ ainsi qn*M 
Va le voit. 

Posons prsihièirement réquatîos 

et multiplions sucteasivement ées Settx m^xnhtés pê± 
a, «e^, flt^, at^, en obsefvaiit que à*'+'"== a* (i6) ; nous 
aurons , en y comprenant la première valeur ci-dessus , 
un groupe* composé des cinq permutations suivantes z 

et par quelque puissance ^e «t qu*on 'muhiplîe Tunfe 
qoelconqùe. de ces ^quations^.on n*en, saurait repro- 
duit de nouvelles. ) 

Il est facile d'apercevoir que les exposans o , i, 2,3^ 
4 de la lettre a , quoiqu ayant changé de place , ont 
toujours conservé dans leur succession lé même ordre 
(si l'on regarde la dernière place coqime contîgnë;! la 
fweoiiére) , et que > d'après ce caractère )qui lie: to«Aes 
^oâi:feEnuèaltioiis antre dlés^ chacun dès éxposast ^ 
^ocu^é successivètm;»it tontes les places. 
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Cela posé ^ «i Ton met à part % daiM l'ehscÉdiIe dei i ip 
permntatioBf ^ toutes oAhê Ofè^^^sDioèdupek première 
place y et qui, différant par les arrangemens ^'ob pevil 
faire des quatre autres exposans^^ sont au nombre 4% 
i.ii.3.4 = ^4 « chacmne de ces permutatmos^ par ]« 
suite de Multiplloâtions indiquées ci-dessus , {otiomx^ ^ 
un groupe de cihq peilnutations tîntes difFéreutes enti^ 
elles /daàs chaque grotpe^ et d'un, groupe à l'autre^ 
puisque, dans ce dërhiër cas/l'otcDrè général dé succès- 
sien dès èxpo^âtls sera întervetli pat \é dérangement 
opéti daSis celui dëà quatte déf nîers.^ 

Bi dônfc bh désigne par t\ t*, t^. . . , ït*0 lès û4 per- 
iHbh&tibns bû à^ occupé ià pfëmlèf ê plabë , les tàléùrS 
dei 1 ao peirmuùitîtmâ seront tomptîsès dans 24 g^'o^^pe» ^ 
8âtoir> le précèdent et céUX qiie dojbneràienk ^* , 
1^* • .>i^5; dé jilênie*, réquatiort dé laquelle depenà k 
ftmctibïi chèrdiée se partagera en a^ produits coni-* 
pbséiichîibiin dte cinq Fàcteurâ dé la forme 

etJie coi^iendra par conséquent qtie deà puisnaiiees dé 
t , dont l'exposant sera multiple dfe 5 > ce qti*t)!i ^ét* 
yoîto aasiÂ ea observant qu'elle doit l1âs^e!^ k tttétiie Ibîs- 
qu'à la place de t on y substitue etHy valeur télte 
que (ct»0^=j«^5^ Faisant donc **=±:^., Téquatioa en 8 
ne sera plus que du degré i.2.3.4^f=b4» '. 

Cette dernière équation peut elle - aaéipe M •dé«- 
composer en six facteurs qui dépendent de abu?eaust 
groupes de permutations qu'on formera de la iimMéffC^ 
suivante , dans les 24 permutations où m^ .occupe la 
première place. £n laissant de côté ce terme ^ si dans 
lés quatre qui restent on remplace « successivement^ 
par chacune des autres racines ima^naires. de l'équation 
j^— 1, ce qui revient à changer « eu «', «^ «^ 0^)* 



•V + «x^ + «<x»' + ««a:^, r 
**X' + 1^0^ + ««x»' + «X' J 



»* »* 3, 4, 
a, 4, 1, 3, 
5, i> 4, a, 
4, 3, a, 1) 
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ev ayant soin de réduire tous les exposans de « lors- 
qu'ils surpassent h , on obtiendra les quatre permuta-»' > 
lions suivantes : 
mx' + «•x* + «^x»^ + «♦x^,^ 

«•^ . 

^3^ . _^ . ..., . . . >ou 

^x" 

si l'on n'écrit que les exposans de tf • • 

Traitant de même toutes les permutations des quatre 
exposans i , s , 3 ^ 4 > où i est à la première place , 
et qui , ne différant que par l'arrangement des trois 
autres j sont au nombre de i. a. 3 = 6, on formera 
cinq nouveaux groupes composés chacun de quatre 
permutations , toutes différentes entre elles ^ et d'un 
groupe à l'autre , parce qu'en plaçant ces groupes à 
côté les uns des autres à la suite du précédent , oa 
apra^ sur la première ligne ^ l'exposant i accolé aux 6 
arrangemens qu'on peut faire des nombres a, 5,, 4} sur 
deuxième ligne , a accolé aux 6 arrangemens qu'on 
peut faire des nombres 4» i » 3> et ainsi de suite , ce 
qui n'offre aucune répétition. 

Désignant donc par i", ff', â'^ les trois quantités dé- 
rivées de 

#' = (5c'4-Ax" + rt*x' + «tV^+«*xO, ' 
en y changeant successivement « en «% «^^ m^, on aura 
pour déterminer le» quatre valeurs de 6 comprises dans 
le premier groupe indiqué ci - dessus , l'équation du 
quatrième degré 

.(6 — y)(6— 9')(ô — ô^O (9— fl*0 = o, 
dont les coei&ciens , fonctions symétriques des quan- 
tités fi', 6", 6*, ô*^, étant rapportés aux racines a:', 
x", etc. , de l'équation proposée , n'auront qu'un nom- 
bre de valeurs égal à celui des groupes. 
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En effets parmi les yingt'<-qiiatre permutations dont 
c,es racines sont susceptibles dans l'exprei^sion de S ^ 
celles qui n'opéreraient que des échanges entre les va- 
leurs de 6 appartenantes au même groupe , ne produi- 
raient -aucun cliangement dans les fonctions symétriques 
de ces quantités. Quant aux autres permutations , elles 
ne feraient qu'échanger les groupes entre eux ; car une 
valeur de d appartenante à un groupe quelconque ^ ne 
peut devenir celle d'un autre^ sans que toutes les valeurs 
composant le premier ne deviennent celles du second , 
puisque les valeurs d'un même groupe se déduisent 
toutes de l'une quelconque d'entre elles par le change- 
ment de A en et*, a' et tf *. 

Soient donc T' ,T\ T" les coefficiens de 

la même puissance tle 9 , dans ies équations du qua- 
trième degré qu'on tirerait des six groupes de va- 
leurs dont il est susceptible ; ces coefficiens ne pou- 
vant tout au plus que s'échanger entre eux dans les 
diverses permutations des racines a/, x"^ etc. , l'équa- 
tion du sixième degré 

où 7 désigne l'inconiyiey ^t qui ne comprend que des 
fonctions symétriques* des T accentués ,, demeure tou- 
jours la même ^ et peut ainsi se former rationnellement 
par les coefficiens de Féquation proposée. 

Quand l'un quelconque des coefficiens de l'équation 
du quatrième degré en B , que fe représenterai par 

64 — rffî 4- 1/9*— etc. == o ; 

est connu > on peut obtenir tous les autres^ en obser- 
vant que cette équation doit êtr^ un diviseur de celle 
qu'on formerait avec les vingt-quatre valeurs de 6 , com- 
binées toutes ensemble , et dont les coefficiens , néces- 
Com^L des Elém.cCAlgn 4 
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sairement fonctions symétriques des racines x^ x", etc.; 
s'expHmeratent par ceux de la proposée. Fôtrr c^à -, \\ 
suffit dé drriser la dernière équation en B, p&r dètle du 
quatrième degré , et d'égaler séparément à zéro tes 
quatre termes du reste de la division (JÊlém.^ âlo) : ori 
formera eiïtre T, IJ , etc. , des éqaatîoù» âû ittdyeu 
desqnelles on pourra déterminer trois d« ces codfBéieds, 
«n fonctions rationnelles de celui qui reste, de Ty par 
exemple. L'équation finale que rélimination deâ diitrea 
fournirait , serait nécessairement vérifiée pat là valeur 
de !r trouvée immédiatement. 

La détermination de la fonction i!:=^^h\ dépend 
donC| en dernière analyse^ de la résolution d'une équa- 
tion du sixième degré en T, suivie de celle d'une équa-* 
tion du quatrième degré en 0. Tel est l'état le pins 
simple auquel on ait pu jusqu'ici ramener la résolutioD 
de l'équation générale du cinquième degré. 

â3. Il Ht bien aisé d*éten<ire au degré dont l'expo- 
sant est un nombre premier quelconque m, fce qui 
vient d'être indiqué pour l'exposant 5« Avec l'expression 

<o» fortiiéra^ premièrement, le groupe des m valeurs 
i, mf, ftH\ **-*r; 

<et il y aura autant de ces groupes qu'il y a de manières 
d'arranger les m — i exposaos i, a, 3,. . .m— i , c'est- 
à-dire 1 .a. 3 (m — ; ce nombre sera donc l'ex- 
posant de l'équation finaTe en fl = t^. 

Ensuite 9 dans les premières valeurs de obacon de ces 
gvoupes y désignées par ^^ t"^ f^ etc., changeant « en 

«», «',.*.. #•""*, on partagera les i .%Ji (m— i) 

valeurs de â en autant de grpupe^ composés de m -— - 1 
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valeurs conjuguées , qu'il y a de manières d'arranger les 
m — sexposauss, 3>.«.m — i, o'edl-à-dire i.3.3...(7n — 2): 
ainsi les cqefficien» de l'équation ayant pour Pacifies let 
m'— 1 valeurs comprises dans un même groupe , n'au*- 

ront que 1 •a. 3 (m-* a) valeurs différentes ; d'oi 

il suit que la résolution de l'équation proposée du degré 
m ne dépend que de celle de.deu:t équations , l'une du 
degré i.a.3. ♦ .(7»— a) , et l'autre du degré m — i. 

ii/Ç, La formation immédiate d^s coefficient de ces 
équations, par le développement des fonctions des ra^- 
cines de l'équation proposée^ est à peu près impratica- 
ble dès le cinquième degré ; et Lagrange n'a pas en- 
trepris de l'achever , malgré qu'il en ait simplifié le 
travail par quelques artifices dont je vais donner une 
idée, parce qu'il se présentera une occasion de les ap- 
pliquer dans la suite de cet ouvrage. 

La première chose à faire , c'est le développement de 
Texpre^sion 

Il est évident, qu'étant ordonné par rapport aux puis^ 
sances de », qu'on peut toujours abaisser au-dessous 
de l'exposant m , il sera de la forme 

les lettres Ç , Ç', Ç", etc. , désignant des fonctions des ra- 
cines de la proposée , susceptibles d'autaht de valeurs 
que 6\ et nt cl^ngeant que par les pernitftations qui le 
font changer. 

Si d'abord on pose a = 1 , et qu'on indique patr ô® Va. 
valeur ^e pirend alors V^ on aura, par l'expression ci- 
dessus, 

6°=:ÇH.f +f.... + ^'"-0; - 
nais la valeur de «' on- 1'", en x', x*,*etc., devenant, 

4.. 
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dans la mênie cîrconstanee , 

«e réduit à la puii»sance m de la somme des racines de 
l'équation proposée : désignant donc par^ cette somme 
que le coefficient du second terme fait connaître \ on 
aura 

d*où 

et par conséquent , • 

a'^^^+C*— i)f +(«•— Of • . .+(*"-"— Of^—'^ 

Les valeurs de •", é*,. . .éC«-0, se déduiront jde l'ex- 
pression ci-dessus , par le seul changement de tf «n c(*. 

On pourra employer à la formation des coefficiens 
de l'équatio^ 

^m-i _ 5p^«-» j^ u^m-3 _ etc. = o , 

qui reoferme un groupe de valeurs de 8 , le procédé 
du n^ 9 ; mais on facilitera le calcul des sommes des 
puissances semblables de ô', 6* , etc. , par le déve- 
loppement de 

qui donnera un résultat de la forme 

fi'« = Ç. + «f „ + ««f «. • .+ et«-'Ç„(- V , 

Tindice n ^ placé au bas des lettres { , marquant la 
puissance de 6', à laquelle ces coefficiens se rapportent; 
et comme ô"^", 6**, etc., se déduisent de la précédente 
en substituant «e*, ct^, . . . a"*"*, au lieu de « ^ on aura 

^„9=6'«+e''«+6"'«. . .+ etc. = 

+ («*+-^ )f. + etc., 
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expression où les multiplicateurs de Ç'„, Ç"», etc., ne 
différeront eqtre eux que par Tarrangement des terme» 
(16). Or, par le n" cité , on a 

rt 4. et* 4. ^3 . . . + flt«- ' = — 1 ; 
donc 

5.fl = (m-i)fn-r„-f.-r.-etc. 

= mÇ„-(Ç„ + f„+f„ + etc.); 

mais la quantité comprise cJans la parenthèse étant ce 

que devient é'* lorsque «= i, sera égale à ^'"« : donc enfin 

En faisant 7^=i,â, 5,„»m — 1 dans cette formule» 
qui ne contient que le premier terme de é'", on formera 
toutes les' quantités nécessaires à la détermination des 
côefficiens '7% U y etc^» de l'équation en é. 

a5. II nous reste maintenant à. faire voir comment 
les racines de Téquation proposée se déduisent des ya;>- 
leurs de la fonction fl. Pour plus de simplicité , nous re- 
présenterons ici par «, ^, ^, J* les racines de l'équa- 
tion j^— 1 = ^ différentes de 1* unité; car nous nous 
bornerons au cas où m'=: 5^ En employant successive- 
aient ch^une de èes racines dans l'expression de t^ nous 
formerons les quatre équations- 

\/«" = j/ 4. fioi^' + fi^x" + /S^x'^ + fi^x\. 

V/r = X^ + yx" 4- y*^"' +. '/oc'" + y^x", 

X/Ô^ = x' + J^x" + ^afj+ ê^^x'\ + ^ix\ 
auxquelles joignant l'équation 

A — x' + x" + x''+ x'" + x'', 
nous en aurons le nombre nécessaire pour déterminer 
toutes les inconnues. 
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Si Ton ajoute d'abord toutes ces équations^ en obser*^ 
vant que *'* -^ ^" + >" -h^*4- 1=0, tant que n n'eat 
pas divisible par 5 (i5), on aura 

multipliant ensuite les quatre premières respectivement 
par flt^, /3^, vS ^^j avant de les ajouter à la dernière , il 
ne restera dans }a somme que l'inconnue a?', et l'on aura 

On obtiendra des résultats analogues par rapport 
«ux trois autres racines » a?*, x'^^ x^, en prenant suc- 
cessivement pour facteur de chacune ^es quatre pren 
mièï-es équations^ une puissance des racines «, jS^ 7^ ^, 
telle ^ que Vînconnue cherchée soit multipliée par la 
5* puissance de ces racines ; et il est facile de voir 
que ce pçocédé est général (*). 

a6. Passons maintenant au cas où Texposant m de 
réquation â résoudre est un nombre composé, dont les 
facteurs premien sont n et p. £a n'employant dans kl 
fonction 

que Us racâsés de T^uation j^*^— 1=0 (17) , les j^is- 
sances de ^ sç. répètent de n en 71 ; rassemblant tous les 
termes qui sont multipliés par la même ^ on a 



5 

(*) Lagrang© reppréseate 4 paç i/^°, parce que faire * = i, 
c^estlamé^ie chose que desabs(ituer «t* au lieu de «t, et qu'on peut 
par coiwëquent regarder l'expression de A^ comme d^rive'e de celle 
de ô', en y changeant «t en *<>, et substituant wi <» à f acceai ' (al)- 
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jT = (x' -f . xC'+O + arC»«+0 4. etc.), 

^^ a(x' ^ a^^^'O + xC*»+*) + etc.), 

+ ^»(x* + xC«+^) 4^ 0*^*^3) + ielcO> 
+ etc., 

expression de la forme 

f = X' + ajr ■+ A^X" .... +«—*x("x 

Regardant alors les quantités X\ X", X*',.---^^"^ comme 
les racines d'une équation du degré », on pourra appli- 
quer à la nouvelle exprçsisÎQn de t- les raisonnemens de» 
n*** 23 et a4.; on fera ^'" =:?:jd'; on aura en conséquence 

:Çxpr<e8siQ^ (]^4s }$i}M9U^ le* fa^ioi?^ jÇ', ^y^'» etc*,. 
se comporteront comme x', a:'', x'', etc.^ dans, pelje fjp 
4^ ^, pn ^rtp qup Je Pôo^e i^ étant a^pp^tç PF wi«J^^ on 
ft^irt^ge^^ (èf^f:çff J^s T|ile^r^ ide ê /ei^ gcç^ij^ ffii ^ cpur- 
jtî^iidrpflt j^r^i, ôçpix^ p^ jime rf^)*atipn /to^ t M» ^eft- 
^j^s 4ép(ewiteo?)td'iéftWtio«^s des d(egr^ i4î,5..,(?i^a}> 
ayant pour coefficîens des fonctions rationnel^ 4fl ^^> 
X^etc. ^ 

Ces dernières dépendront à t/çijtr tou^ (fequations qui 
se formeront en effectuant entre x', x" . . . . a:^"), toutes 
les penniitations par léstjueHés lèS-TonçAîonî ^X^\ 
X", etc. , cîràngent de valeurs ^ permuftafîoA^' 'dont le 
'noinbre se réduft he^ucoMpj k cau^V (pie'leBra'cmes 
ûcf, x^\ etc.i ^'y trouvent' sans coeffidëHs.'En eitfet , 
d'après sa composition , " 

ne saurait dikngèr de valeur par toutes lés pei^ntations 
qujodK£ecatt\e»tse)le3 /r racipcsidtQif' ijofeatiforhpi^jij 7^^ 
ËiiidraiioocavtQÎi: égaxxLTCfûrauxjéondbifmboiiiuiiff 
que «fanent le^ m raoiBè3;ar-,:a?'V^''*^-»>prî?W!*iin<M«r 
farrf»; 6t comme toutes cesiTtifineë dcâYèàttaecp^t^r 
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entre les n fonptions X\ X", . . .-XC»), il y anra lautant 
de vateurs de toutes ces fonctions qu'il y aura de ma- 
nières de partager m racines en groupes qui en ren« 
ferment chacun un nombre p. 

Or, I®. un groupe quelconque pourra se former de 

m(m — i)...(m — p + i) 

manières, ce qui revient à 

i.a.3. . . »m 



i.a.3. . .(m — p). 1.2.3.. .. p*^ 

en ajoutant en même temps au numérateur et au déno- 
minateur les nombres consécutif» depuis i jusqu'à m — p 
inclusivement. 

a?. Quand on aura choisi pour X* l'une de ces combi- 
saisons^ la deuxième fonction, X", se formera d'autant 
de manières îque les m — p racines restantes, prises en 
nombre p , fourniront de combinaisons diverses , c'est- 
à-dire de 

i.a.5. . .(ni — p) 

i.a.3 . . . (m — 2p).i.2.3 , . , p 

manières ;.et chacune de cps combinaisons pouvant ré* 
pondrç à chacune des précédentes, le système des fonc- 
tions -Y', X^ pourra se forcer d'autant de manières que 
l'indique le produit des deux nopabres que je viens de 
trouver, et qui se réduit à 

^ . ; . .X.2.3'... (77l.7Tr2îp)j(l,av3....j7)". ., 

en supprimant les focteurs ï .qi3v . .(m)***-p) oomœuns 
au numérateur et att dénomiaat^nar. £n opérant ainsi 
n — i fois , c'est'^-dire jusqu'à ce qu'il ne reste que p 
racines pour* former la dernière foncrion, JïW, on trou* 
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vera qne le nombre de manières dont on peut former 
simultanément, avec les racines x', a:', . . . x^") , Ten- 
semble des fonctions X\ X",. . .X^"), est exprimé par 

1 .3.5.. .m 

i.2.5...[m—in— i)pj (1 .a. 3. . ./?)"""' 

1 .2.3. . .7M 

~ (1.2.3 ...p)"' 
puisque de m = «p, il suit zn— (/i— i)p=p. Mais si 
Ton regarde les valeurs des fonctions X', X^, . . . X^"^, 
comme les racines d*une seule équation dont Finconnue 
serait X , les coeHIciens de cette équation étant tous des 
fonctions symétriques de ses racines , conserveront la 
même valeur dans toutes les combinaisons de x\ x^,. • . 
qui ne feraient qu'échanger entre elles les valeurs de 
X', X", etc. , c'est-à-dire permuter ces fonctions^ et 
comme leur nombre est n, celui de leurs arrangemens v 
1 .2.3. . .n^ il faudra donc diviser par ce dernier celui 
qui a été trouvé plus haut^ et on obtiendra 

1 . 2 . 5 . . . m 

,1.2.3«.^n.(l.2.3. . .p)" 

pour le nombre de valeurs différentes que prendront les 
coeffidens de l'équation en X, par les permutations des 
m racines x\ x" ^ etc. , de la proposée. 

Orales coefiiciens de 1 équation en é, exprimés par 
les fonctions X ^ X% etjc. , dépendant immédiatement 
d'une équation du degré 1 .2.3. . .(/i — 2), dépendront 
d'une équation du degré. 

1.2.3. ..m rf , 

T=r ; = r-.l.a.O. . . f « 2) 

1.2*3...7l.(l.2.3-..p)» - ' 

^_^ 1 .2.5» . 'èin 

~(7i— i)»(u2.3. r^y^' 

lorsqu'on les rapportera aux racines x\ x", etc. 
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vj, Quand les. valeurs de â «ont pht^mies , on foroi^ 
celUs ^es fonctioiis K\ X\.. .-?^"\ commiç 04 a formé 
celles cje x\ x", etc. , dans le wf ^5 , Vfiw en ^ubsti-; 
tuant aux racines imaginaires de ^"* — 1 = o celles de 
jr»— 1=0. 

Pour parvenir ensuite aux valeurs des racines de Té- 
quation proposée , il faut chercher Iès coelGcIeB»^ du 
facteur formé des p racines comprises dans le même 
groupe , et dopt X! donnera là somme. Ce facteur sera 
par canséquenjt de la forme 

et les conditions qu'il doit remplir pour diviser exacte- 
ment l'équation proposée (jB/e/n., 210) détermineront 
les coefficiens inconnus a, /«, etc., en fonctions ratign.- 
nellesdeA'. 

Il suit donc de ce qui procède., que la résolution d'une 
-équation générale dû deçré m==7ip, dépend, en der- 
nière analyse , de deux équations > rune du degré 

; C» — 1)71 (1.2,3.,. p)»' . 

e| Tfiutrç du dei^é p, ,cf qui .est plus s^nple^que lorsque 
m est un nombre pi:!einier. 

Quand m=;6, on peut prendre narza , pssS ; la 
première de ces écpiations devient dû degré 

i.a.5.4.5.6 , . . , 

a(i.2.3)* 

et l'autre du 5*. Suivant Jes formules du n*> a5 , les 
' équations auxiliaires se seraient élevées , l'une au de- 
gré 1.2.3.4 = 24^, Tautre au 5*. ' 

Il est bon de r^oiacqvei: qu^ Téquation du dsgrt p 
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étant un facteur de la proposée, eelle-ci 3e décompose 
ei| n £»cteim, au moyen de nyaleqrs de la fonction X' . 

5i8. Si les fonctions de la forme de tf, dépendant 
d*éqaatioDS plus diifidies à résoudre que la proposée^ 
dès qu'elle passe le quatrième degré , ne peuvent con- 
duire à la résolution des équations générales d'un degré 
quelconque , il ne paraît pas qu'on puisse attendre 
plus de succès d'aucune autre fonction des' racines, ni 
d*aucane antre méthode. Le principe de celle-ci ne pour- 
rait différer qu*en apparence de celui de la métbode 
précédente ; et , suivant la maj-cfae de l'Algèbre , la ré- 
solution d'une équation générale doit renfermer toutes 
ses racines dans une seule expression , puisqu'il n'y a 
pas de raison pour obtenir une certaine racine plutôt 
que toute autre. Cette loi se vérifié^ en effet , sur les ex- 
pressions obtenues précédemment ; tontes les racines de 
l'équation proposée dérivent d'une seule , par l'échange 
des diverses racines de l'unité entre elles. 

Pour le second degré , par exemple , l'expression des 
radues étant 

se change en a ou en ^ , selon qu'on prend le radical 
avec le signe + ou le signe — . 

n est facile de voir aussi que les expressions des ra- 
cines de l'équation du cinquième degré , obtenues dans 
le n® â5 , sont comprises dans la formule suivante , 

x'+ x"+ x^-f- a:'^+ x^ 
5 ! ' 

+ «»t/(jr/+ aa/'+ ^x"'+ >x»'-f Ar^^ 
il ^ 

^ * 5 ^ ; 
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car les quantités écrites sous les radicaux deviennent 
identiques avec fl', 6", 6*, ô»^, lorsqu'on remplace fi, 
y, i* par leurs valeurs respectives «*, «^, «* j et prenant 
ensuite pour n les nombres depuis 5 jusqu'à i , on re- 
tombe sur les expressions du n** cité, Cest le changement 
que subit Texpo^ant n , qui indique ici la multiplicité 
des valeurs dont les radicaux sont susceptibles » puisque 
cela revient à mettre pour «.&es diverses valeurs. 

Vandermonde (Afem. del'Acad. de Paris j i77i)> 
qui a le premier donné à cette remarque toute Tétendue 
dont elle est susceptible, a conçu que le problème de la 
résolution des équations générales consistait à former^ 
avec les diverses racines de Punité ( qui servent à ca- 
ractériser la multiplicité des valeurs d'un radical quel- 
conque ) et avec les racines de l'équation proposée , 
une fonction qui pût devenir successivenient égale à 
chacune de ces dernières. C'est à ce point qu'on doit 
arriver par toutes les méthodes ; car quelle que soit 
la c&mposition du résultat , en y remplaçant les coefii- 
ciens de Téquation proposée par leurs expressions con- 
nues, on le changera toujours en une fonction des racines, 
fonction qu'il faudra déterminer, soit immédiatement^ 
soit en la faisant dépendre d'autres fonctions. C'est aussi 
ce que Lagrange prouvait en même temps par l'examen 
des diverses méthodes proposées antérieurement pour 
résoudre les équations littérales ( Mém. de VAcad^ de 
Berlin, année 1770), et dont nous donneron§ une idée 
générale dans la suite. 

D'après ces principes, le point fondamental de la ques- 
tion était la découverte d'une fonction non symétrique , 
établissant entre les racines de l'équation proposée une 
relation différente de celles qu'exprime la composition 
des coefiiciens, et qui dépendit d'une équation plus facile 
à résoudre que la proposée. Lagrange, à la En de son 
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beau travail , ne put donner que des vues générales pour 
déterminer à priori le degré de Téquation d'où doit dé- 
pendre une fonction des racines dont la composition est 
connue. En poursuivant ces vues , M. Paolo Ruf&ni a 
prouvé qu* avec cinq lettres on ne pouvait déjà plus 
former des fonctions non symétriques qui n'eussent 
que quatre valeurs {Mémoires de la Société Italienne^ 
tom. XII y et Theoria senerale délie equazioni ) ; et 
M. Cauchy ( dans le 17" cahier du Journal de l Ecole 
Polytechnique, p. 9) a démontré ce beau théorème : Le 
nombre des valeurs différentes d* une fonction non symé^ 
triques de n quantités, ne peut s'abaisser au-dessous du 
plus grand nombre premier p contenu dans n , sans de- 
venir égal a a. C'est ainsi quon a pu former des fonctions 
de trois lettres qui n'eussent que deux valeurs ( 1 9)^ et des 
fonctions de quatre lettres qui n'en eussent que trois (so); 
mais celles de cinq et de six lettres , qui doivent ad- 
mettre plus de deux valeurs, n'en sauraient avoir moins 
de cinq. Telle est la vraie difficulté de la résolution des 
équations générales. M. Paolo Ruffini» qui, dès 1798, 
avait entrepris de prouver qu elle était insurmontable , a 
reproduit et perfectionné aea raisonnemens dans ses Ri^ 
Jlessioni intemo alla soluzione délie equazioni alge-- 
braiche générale {Modena , 181 3) , et dans le t. XVIII 
des Mém. de la Société italienne. Mais s'il faut renoncer 
à obtenir , par un nombre limité d'opérations algébri^ 
ques généralement indiquées, les racines d'une équation 
quelconque au moyen de ses coefficiens , on doit y avoir 
d'autant moins de regret, que la forme de ces expressions 
en rend l'application numérique toujours très longue et 
quelquefois impossible, ainsi qu'on va le voir (*). 

{*) L^emploi des permutations n'est pas seulement utile (jour 
xésoudre les équations des degrés supérieurs au premier j il s^offrc 
aussi dans la rechercha des valeurs des inconnues déterminées par 
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Obsen^ntions sur les expressions des racines des 
équations du troisièjne et du quatrième degré. 

29. Lorsque réquàtion du troisième degré est de la 
forme a?^ + px + ç = o, c'est-à-dire que le coefficient 
p est positif, des trois racines qu'elle comporte , deux 
sont imaginaires, une seule est réelle (ig) -, mais si p 
est négatif , ou qu'on ait 

a? — px + qé=zo , 

le radical qaarré ^^fT^^ î^S ?^^ eutx^ dans l'expres- 
sion des trois racines , se changeant HSï t/**^ sVP* "+" ï ^*t 
devient imaginaire 5 si '^p? surpasse \q^. Toutes les-ra* 
cines sont alors affectées d'imagindres , et paraissent 
par conséquent telles. Cependant on a vu {Elém^ > 3i3) 
que tonte équation de degré impair avait nécessairement 
une racine réelle ; il y a donc , dans ce ois , une cou'- 
tradiction au moins apparente, et qu'il faut leirer. 

Cette contradiction tient à ce que l'on aurait tort de 
prononcer qu'une expression composée , renfermant des 
imaginaires , est imaginaire , à moins qu'on n'ait prouvé 
qu'elle les conserve lorsqu'elle est développée. La 
formule 



Uê équations gdfi^ral«8 da premier degté. M. Laplace avait mon- 
tré par ce nsojesy dès 1772 {Mém. de VAcad, des Sciences) ^ 
quelqaes-aaes des propriétés des fonctions qni entrent dans ces va- 
leurs. Vandermoade, en les trouvant de son côté , introduisit dans 
le calcul nne notation bien ingénieuse , et qui pourrait devenir fort 
utile. Monge donna ensuite ( Journal de l'École Pofytech- 
nûfue, i5« cahier) nne interprétation géométrique - très curieuse 
des fonctions dont iis^agit. Enfin, elles ont fourni^ à MM. J. Binet 
et Cauchy, le sujet de deux beanx Mémoires. ( Journal de l'École 
Polytechnique i 16» et 17© cahiers.) 
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pèttt s'écrire ainsi , 

s 3 __. 

ariiz Va + ôV/— 1 Jf^y/a — biZ—i , 
ai l'on lait, pour abréger , 

— ï<7 = «, ?tP' — ifl' = *"i 
et s'il arrivait que les quantités a+b v/— i eta— i V^— i 
fussent des cubes parfaits de la forme 

{Ji + B\/'^)^ et (^^A^/I:T)^ 
^ et ^ étant des quantités réelles , on aurait alorj 

tâlàtt réelle. 

Si l'on avait j par exemple , 

3 ■ ■ 3 

ou s'assurerait, par l'élévation au cube, que 



3 



V/a+ii\/— i =^ 2 +l/— 1, 

Va— iiV/-*i sm a *^|/— .1, 
et on prouverait 4 pour la somme des deux radicaux. 

Les premiers analptes qui s'occupèrent de )a réso^ 
lution des équations des degrés supérieurs , après avoir 
remarqué l'espèce de paradoxe développé ci -dessus, 
parvinrent, en effet, à tiret- de l'expression même de la 
première racine un résultait délivré des ima^naires , 
lorsque les quantités comprises sous les radicaux cubi- 
ques étaient des'«ubes {>airféits. 

3o. a C'est de cettô manière , dit LAgrange (^, que 

--1 ' ' ^ " 

{*) Séances éts Bcohs JVèrAiales' (l^eçotis, t. III, psrg. 39$, 
première édition ) , JoUrnal de i' Ecole Polytechnique (7* et 8« 
cahiers, pag» iaO). 
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r> Bombelli â*e&t convaincu de la réalité de Texpression 
n imaginaire de la formule du cas irréductible {c* est le 
V nom qu'on donne à celui dont il â'agit ici); mais cette 
n extraction nétant possible en général que par les 
» séries , l'on ne peut parvenir de cette manière à une 
ri démonstration générale et directe de la proposition 
y* dont il s*agit. 

y) Il n'en est pas de même d^s radicaux quarrés et de 
D tous ceux dont l'exposant est une puissance de 9. En 
D effet , si l'on a la quantité 

n composée de deux radicaux imaginaires , son quarré 
1» sera 

n quantité nécessairement positive : donc^ en extrayant 
» la racine quarrée , on aura 

n pour la valeur réelle de la quantité proposée. Mais si , 
if) au lieu de la somme , on avait la différence des mêmes 
n radicaux , alors son quarré serait aa — a V^a*+ A* , 
» quantité nécessairement négative; et tirant la racine , 
» on aurait l'expression imaginaire simple , 

. Vaa— aV^a^ + ô*. 

r> Si l'on avait la quantité 

4. , 4. 

\/a + b\/—i + \/a — b\/^y 

D on relèverait d'abord au quarré , ce qui donnerait 
\/a + b\/'^ + Va—b{/^+2ya'+b* = 
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\S quantité réelle et positive ; on aura donc aussi, en 
iï extrayant la racine quarrée , une valeur réelle de la 
yt quantité proposée, et ainsi de suite. Mais. si l'on vou- 
» lait appliquer cette méthode aux radicaux cubiques, 
» on retomberait dans une équation du troisième de- 
w gré, dans le cas irréductible (*). 
» Soit, en effet , 

'3 __i. S _: 

v/à + év^— i+Va — ôv^:iT=xj 

» en élevant d'abord au cube ^ on aura 

3 __^_^ 3 . _^ 3 

)î savoir: 

3 . 

T> on bien i 



or»— 5xV/a* + fi*— 5kl = < 



{*) Les formnles rapportées ci-dessus ne sont pins exactes (|aan4 
a est pégâtif; cela s'aperçoit tont de soite en y îaisant 5s=:û, et 
changeant le signe de â} car il ^ieût alors 

et 

résultats qui ne s^accordent point. 
Enge'iiéraly . > . 

!Nous n'irons pas pins loin , n'ayant pour but que d'indiquer la 
testrictibn qtfii faut mettre à ces formules. 

Comp, des Elém, éHAlg. 5 
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yf fonmltt géù6rsA0 du oas kréâ«ctiU0^ ^îs^oë 

n Si bnzOfOn aura 

]i il faudra donc prouver que b ayant une valeur quel- 
7> conque réetté » ot aura aussi ûn€ valeur correspoiH 
ry dante réelle. Or ^équation précédente donne 

^y a:^ — aa 



l 



Sx 



7) et élevant au cube ; on trouve 

37X3 > 

Tl d'où 

ii ëquàtîott qtf on peut ifteitre sôuô céltè fotiaé , 

— ayx* 

» ou bien sous celle-ci , 

» Cette dernière forme fait voir que b est nul» lors<}ùe 

31 x^ _. g^ ^ qu'ensuite b augmentera toujours sans in- 

ii terruption y lorsque x augmentera y car le facteur 

f> (a:^-^ a )^ augmentera HfUjours, et Taufre facteur 

y» augmentera aussi, parce que lé dénolninatéurx^aug- 

8tf 
99 méditant, là partie négative -p > qui est d'abord =: i» 



DES ÉLÉMEHs d'Algèbre. 6^ 

H déyîendf a toujourt aioiiKbro qu» i • Aixiai > en faisant 
n augmenter ^a* degrés imenâibles U Tàlear ûêafié^ 

)9 puis 8a jusqu'à riafini, k râleur de b* augatentéit 
9) aussi par degrés insensibles et oorrespondans, depuis 
19 zéro jusqu'à rinfini. Donc , réciproquement , à chaque 
n valeur de &% depuis zéro jusqu'à Tinfini, il répondra 
% ttne valeur de a? Comprise entre 8a et l'infini ; et 
9> comme eela a lieu , quelle que soit la valeur de à , on 
^ en péutiSonclure légitimement ^^e^ quelles que soient 
yi leâ Yaleurà de a et de & ^ Id valeur correspondante de 
)> ai^t et \>kt çoméqùent aussi de x^ sera toâjouii^ réelle, 
i) Mai» comtAent assigner bette valeur f H ne p«teiî pas 
)) qu'elle puisse être représentée autrement que par 
il l'expresèion imaginaire ^ ou par une eieptession eu 
n série , qui en est le développement (que je fçrai con<- 
n naître par la suite) ; aussi doît'on regarder ces aortes 
TU d'expressions imaginaires, qui répondent à des quan- 
in tités réelles « comme faisant une nouvelle classe d'ex- 
S) pressions algébriques^ qui» quoiqu'elles n'aient pas» 
t) comme les autres expressions > l'avantage de pouvoir 
y> être évaluées en nombre dans l'état où elles sont » ont 
i> néanmoins celui qui est le seul nécessaire dans les 
» opérations algébriques , dé pouvoir être employées 
in dans ces opérations coidme si elles ne contenaient 
I» point d'imaginées (^. )> * 

Cest l'impossibilité de réduire soné uàe forme en 
même temps réelle et composée d*un nombre limité 
de termes algébriques , les râcineâ d'une équation du 
troisième .degré ^ quand ^p^ est négatif» et surpasse 



I fWi ntifiiriÉi i toif <% r iii<i 



{*) Oa emploie ces ekprelsiotik avec succès dalis ra|)plicatioii de 
rA%èbM à Im Otfmike'irié, pAt rapport à la ditisîon des àeglefe. Cette 
tbëorie se troave d^visloppëe dans Plntrôâno^B de tQOa lYaité dA 
Calcul différentiel et du Calcul intégral. 

5.. 
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^^*, qui a fait âoiiner à cette circonstance le nom de 
cas irréductible; Texpression delà première racine n'est 
alors qu'un cas particulier de celle-ci : 



qui appartient aussi , comme«nou8 le verrons dans, la 
suite , à une quantité réelle ^ mais inassignable algébri* 
quement et d'une manière finie , par tous les moyens 
connus jusqu'ici^ quand n nest pas une puissance de a. 

^1. Non-seulement dans le cas irréductible^ la pre- 
mière racine eët réelle, mais les deux dernières^ qui sont 
imaginaires daiis tous les autres cas, deyiennent réelles 
dans celui-ci. Oa peut d'abord le Toir immédiatement 
lorsque les quantités a -|- 6V^— i et a — év/— i sont 
des cubes parfaits ; car en substituant leurs racines 
A-^-B |/— 1 et ^ — ^ |/— 1 , à la place des radicaux 
cubes , dans la deuxième et la troisième racines (19)* 
et effectuant les ipultiplications, conformément au n^ 17a 
des jé/eme/w, on trouve 

3a, On peut ; sans le secours de l'extraction des ra- 
cines , démontrer que lorsque les trois racines de l'équa- 
tion x' + pjf + 9 =^ o sont réelles, p est négatif , qu'on 
a nécessairement ^rp^ > ifl*, et que , réciproquement, 
lorsque ~^p^ surpasse ^9% les trois racines sont réelles» 
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En effet , soit a une racine réelle de Téquatlou 
<^+px + q=o, on aura 

d'où qz^i-^a? — pa , 

et parconséqu^t, > 

^ ... a^ -^ p (3t; -. o) =s o ; 
divisant alots par x — a, on obtiendra l'équation 

dans laquelle sont renfermées les deux autrça tacijOLes de 
la proposée ^ et dont on tire 

On voit d'abord^* à l'inspection de ce résultat, qîia 
les racines qu'il fournit ne pourront être réelles', à 
moins que p^e soit négatif,. et qu'en mlnaeterapè , il 
égale ou surpasse | a^. . 

En changeait donc le signe de p , on aura 

et faisant p = | a* + ^ > les trois racine§ seront . 

puis mettant pour p sa valeur dans l'équation 

« -^pa -f- ç =; G , on trouvera 

Pour comparer, cette valeur àe q k celle de p-y éana coiir^ 
laaitre ceUe de a /il faut élevé/ p au cube et q asi. 
quarré, afin que la plus haute puissance de a soit la^r 
même dans les deux résultats ; il viendra ainsi . . 

p3 = fia" + ^a4d 4- la'd» + à»^ 



fQ flOMruiNlKlIT 

J9« = ^a«^ |4<4^ ia«i», 

0t par conséquent ^ 

La dernière Taleur S[dl^^aV- 14)% i^t^ toujonrs posU 
tire tant qne â sera positif, pnisqne son $econ4 fac- 
teur est un quatre , donne évidemmeat 

et le contraire ne poarra aVoir lieu , à moins que d ne 
0Hp qégattf , c^t-4<llre à moins qtre tes éenjt dernièrea 
radacà de' la propotée sei soient iBMi^airciB. 
En foisaot 42ttx ô , en a ^ « 

, ,. . Tff-xr. , 

et les trois raciqes ^ qui sont encore réelles ^ ont entre 
elles une relaîSoti rémarqiiablé ^ indiquée par les valeurs 
snivanto^j' dj— fa, — ^a. 

Il est donp'prfii¥é<.^ pas pê ^iif pi^éeèd^^^ qne si une 
éguatiqîf, 4^ frPK«^^^ 4^ia.P^HTnpm, 4fm tRm k^ 
caf,une de ses racines qj^i m^ r4^lle^ icmIkesM â^vien^ 
nent lorsque p est i^égati^^ et que ^p^ surpasse ^q*. 
Or 9 on a vu {Elént. , àiZycjae toute équation d^un de^ 
gfé^ùnpiùraaw moi»» z|na raoiàmrééti», quelques t^r 
Uxtrs, qu^iientse^ cô^^fidehs i <dono toutes leê trois êonê 
réeliès''dansie€^Mcii^ > « 

33. En attendant que f expose les séries qui expri- 
ment ]e& valeurs approchées des racines des équations 
du troisième degré daf^ le c^ îfrédu|îtiblç , je rap- 
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Ce procédé consiste à ramener féqaatton. . •• • ,.. . 
a^-^px+q = o i.la formel «? — »=r, en faisant 
xssmz, et déterminant la quantité m de inanièfe à 
rendre le coefficiMit.de^£ ég^â i'unité* Far la substita* 
tion indignée j il vient 

m* jn?' 

et^ ' . •>• - '■ '^ 

mais poii^ qne \a derrière de o^s^lenrs^eît^oujours po- 
sitive , bn prendra 7n dû signe contraire à celui de q . Cela 
posé, réquatiqt ^^%^ru^ pe^t ^n^^d^l^ iff ?M 
ir^éc^intijïb, fl^ip lûiafli^ é'.>;i':i (Ç>8î4k-4ff^ Iw^ue 

r < V^^ < — -p. , -ôe^âtiie^eut^^Ydif Ken ^^aufent 
que la valeur positive j^ z est entre les limites i et 
—3:. En effet, il est visible que z doitsiirpàéscr l^onitf 
pour qofrlft-^aiititeiijf «f-s soit positive ; mais si Ton 
faisait aaa -~ =îè ^/f ;ojr aurait poi^r Kq^]tât ^^ , 

nombre plus grand ijue,r. , 

Ç^i 4o^c on luppoife s = i -f- ^ » 1^ lettre ^ ne pourra 
représenter qu'une petite fraction moindre que la' diffé-> 
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do cette, firaotion pieat être négligé , et le résultat de I9 
substitution dp 1 -H ^ à la place de z dans i-éqttatioi|. 
proposée, ep Qpieiitant t^^ conduit à , . > 

d'où Ton tire ^ ...«^,:_ 

^t par conséquent, __!_' 

puisqu'on ne cherche que la valeur de z qui surpasse 
Tunité. La limite de l'erreur que 1 on peu^commettre par 
cette méthode, ne s'élèye, sur la valeur de s, qu'à un 
millième d'unité. EnelFet, si l'on suppose 2=)/î^ va-? 

leur qui répond à r = |V^,-et pour laquelle^ est le 
plus grand possible , la formule ci-dessus donnera 

z =. -» -^- — 2-2 , au lieu de Y\\ 

ce qtn ne difFère du Vf^i que dei>/ooia6. 

' Soit pour exemple L'équation a?^^ i5d; + S^o ; bl^ 
fera 4?fz::;.~^v/i.3.,. et l'on aura . I. ^ 

•••-•■■■' '■■' ••^*=^I^' ■■■ -■■■■' - 



5 ^v ^i^(/T3; 



•.11.» rj 5 K.ii'Jh :_ T '. _ . '<■ /^. . 

^i l'oÂ v^t poàifeser plut loin l'exacditudev on em^ 
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ploiera la mélhode donnée dans ie n^ ai5 des fllérmns\ 
fet rontroayera ' * 

,0? = — 3,78434- 
34* Je tais m*occuper maintenant dei racines de Pé» 
quation du quatrième degré > 

Ces racines dépendent. de celles de 1^ réduite 

z''^Qpz^+(,p^ — J^r)z — q^^o (/?) . 

et l'on a> par le n® ao, les deux systèmes de Talennf, 

dont il faut choisir celui dans lequel le produit des trois 
termes est du signe contraire, au signe du coefficient q ; 
or« ce signe résulte de celu^i dont chaque r^diçjal. est 
jaJOTecté ,. et de celiiique prend le produit 

suivant la nature à&s racines i', z*, z* de là réduite. 

On doit a abor4 observer que là combinaison des 
signes des termes de chaque valeur dé x donné -f- ^^^^ 
le premier système*, çt — - dans, le second» 

Cela posé, i®.~ l'équation,. (/{) ayant son dernier 
terme négatif, doit, lorsque ses trois racines sont réelles, 
lesl àVôîr toutes ïwAitives , on seulement utae positive 
et les deux autres négatives '.çar le dernier terme étant 
le produit de toutes lês'r«^^ès prises avec un signe 
contraire , ne peut iStre négatif que lorsque ses trois 
facteurs sont négatifs , ou qi}*il n'y en a qu'un seul. 
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Pm8 le pvMuer cbm , le» rftdaes «^ »r, «T étaal; pMi*» 
tîves , le prqidait i/?. l/?« V^?^ne peut avoir que le 
ngne + > ^t par conséquent c'est le premier système 
de valews qu U faut prendre» h 4^ fég/^dt, ^t le 
second ^ si f est positif. 

Dans le second cas^ si l'oii désîgpe par z^ la ra« 
cîne positive de Téquation (/l), et qu'on pose a*=— «, 
»'=-f /8 ; il vient^ suivaat la remarque du ifl 17a des 

cequicha^igp l'ordre des siffies caractéris^ues de cha- 
que système, en sorte cpi*il faut prendre le premier 
lorsque q est positif^ et le secpnd lorsque ce coefficient 
est négatif. ^ 

fi*« Quand réquation (/t) a nue racine réelle et 
deux içiagipaires , sa racine réelle est nécessairement 
positive , car l^s deux imaginaires ne pouyant prove- 
nir que d'une éqi^ation d^ second degré , dont le der- 
nier terme sôit positif^ et qui soit par conséquent de ta 
forme z* + u^2 + J? c= o , il faut que le facteur dn pre- 
mier degré , qui contient ]a iraeîne réelle « soit de la 
forme 4 ^-r )S sans quoi le dernier terme du produit du 
premier facteur paç le second^ «eraît positif ^ 

fin yésoly^t régnatîon 2* -J- Àz-^ B=zç^Qn aura 









f<^î 



«r 
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il viendra 

Déf îgna^t p^r s^ U racine réçUç ^ o» posera 

et pcwri^onpaîtrç W^yériteblç jsiguç .^e \f^.y^ ^^ 
il faudra foire attention à celui de «• Si ce â^r<»iiçr.eat 
positif jj il yjejpfîr^ , 

ce produit étant jpeakif^ le choix du sptème des va- 
leurs de fcse fera comme st les' trois racines de Té- 
qD^tip^ (^).4lidMi réelles «t posittvw; nuiis ai «1 Ml 
négatif , il f^t observer que * 

parce qu'il «n r é sul te - 

et qB'alorsE J«t<^i^ di| syvtèi^e det v^Ienrf d# « doit 
être le même qu^ «ji \è, ^doit^ «viMt 4m( r4<^9AB |»^v 
tives (*). 

M.:]î(r«t. P^ôis on ^ proposa (/ot^ar^ VÉeolt ^ Pofytec^ 
(!ko}y la yalenr de l'un ^ «vMf Viidic^aK • ce ^ rjdail iM.ikNn 
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55. Quant à ce qpi regarde la nature des racines 
de l'équation du quatrième degré proposée , -on voit 
i^. qu'elles seront toutes réelles , lorsque celles de 
l'équation (R) seront réelles et positives ; 

fl**. Que si cette dernier* a deux racines négatives, 
la proposée aura ses quatre racines imaginaires, excepté 
le cas où les deux quantités négatives z\ z" seraient* 
égales entre elles ; car alors elles se détruiraient dans 
deux raclhes'qui deviendraient réelles et égales, à 
— JV^fc' dans le premier système, et à + l\/s7ààns 
le second } « . 

3*. Si deux des racines «" et, a* de la réduite sont 
imaginaires , deux des quatre valeurs dé op contien- 
dront l'expression 

qui ,^qHoiqa'aff«Btfe de symbbleiima^naîresy est réelle 
et égale à i , . :, 1 ir 

ces deux racine» seront par conséquent réelles : les 
deux autres contenant la quantité 

qui revient a . ; . ' 

seront par conséquent imaginaires (*) . / 

' Il I ■ - I ■ I 'M I i> Il— iw*.i< >i I il 

systèmes de valeurs à ua seul , auquel on peut donner la forme 

mais'ces formulés ti^ont'^as la symétrie ^î i4gne dans les autt«s. 
; {*i Ceci sù^poseJque a, est positif ; \t tkmmke laraitUba sir « 
eiakt Q^dtif. Fay^z la nàt& de la jpà^e Ç5. 
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t^our reconnaître par les coei&cîens mêmes de Ia*pro-* 
pos^e^ Sans lequel cas l'équation (/{) a ses trois racines 
réelles y il' n'y a qu'à faire disparaître le second terme 
de cette dernière^ afin de pouyoir la comparer av-ec 
la formulé j^ + ^Py + Ç= o; pour cela, on sappo- 

sera a = j/ ^f- -^ , ce qui donnera 

équation dont les trois racines sont réelles quand 

36. Jt ne quitterai pas ce si^et sans faire remarquer 
que les racines imaginaires des équations du quatrième 
degré sont de la même forme que celles d^s équations 
du second et du troisième^ c'est-'à-nlire de la forme 
A±lB\/ — 1. En effet; lorsque la* réduite a deux 
racines négatives a*, a*, en les représentant par — n* 
et — yS", les quatre valeurs de x deviendront 

X = i(y*' - (* + ©i/-i) i ' 

X = - i (V/*' - (. - ^V^) i 

Les deux premières^ combinées ensemble, donneront 
un facteur réel du second degré; il en sera de même 
des deux dernières. 

Quand la réduite a deux racines imaginaires de la 
forme •*+/9V^-r-i et.* — /SV^ — 1 , les deax racines 
imaginaires de la proposée deviennent 
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en faisant |/?' = y et 2«— * a V^** •+■ /^* = -^ <^*' ' 

La proposée pourra donc encôte , dans ce cas , être 
formée par la multiplication de deux facteurs réels 
du second degré. ^ 

37* Tels sont les résultats algébriques de la téso-*, 
lution des équations générales d^ troisième et qua- 
trième degrés \ ils s'accordent bien avec les lois de la 
composition des équations ^ mais leur application nu- 
mérique est souvent très pénible et fort peu satisfai- 
sante* L'expression, des racines des équations du troi^ 
sième degré est composée de deux parties (19)» de telle 
sojte "qu'en* effectuant séparément les extractions de 
racines indiquées dans chacune^ oa ne parvient quel- 
quefois, qu'à des valeurs a|>proGhées , pour des racines 
qui sont cependant des nombres entiers. Cet inconvé- 
nient augmente encore pour le quatrième degré; car 
si l'on voulait exprimer immédiatement par leurs coef- 
ficiens les racines des. équations de ce degré, il fau* 
drait , sous les radicaux du second degré qui affectent 
les racines z\ 2', 2^ de la réduite , mettre des expres- 
sions contenant déjà des radical» du troisième degré, 
sur des radicaux du demième^ La di£Eiculté du cas 
irréductible du troisième degré, s'introduisant alors 
dans le quatrième , et ayant de même lieu dans les 
degrés supérieurs ,. augmente encore beaucoup l'imper- 
fection de la résolution littérale dés équations de ces 
degrés. Ce sont ces défauts que Lagr^nge avait en Viie^ 
lorsqu'il disait : u On peut assure^ d'avance , que quaaid 
y* même on parviendrait i résoudre généralement le 
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il ciaquiàme degré et 1^ 8uî?aQA> oit n'aùifût pêx là 
n que de» fonaalee algébriquea précienaee «a elles** 
n même» ^ xaàh trè^ peu Atika pour la résolution «ffe^- 
9) tiye et numériq^ue de» éf[uatioila des Inémes degrés ^ 
9) et qui f par GOBséc|tteiit ^ ne diapeiMeriâent pas d'avoir 
» recours aux miih^dtis arithmétiques C^);iy 

D'après de» |»oti£i d'im âAssi grandi poids j î'ai 
(aru ne deypir donner dans ke Êlémens d'AlgèbfB 
que la résoliltion numérique des équations ^ qti u est, à 
)v pro^«ne]!kt parler ^ une opération arithmétique fon-^ 
» dée^ à la t^rité, «ur les principes génétanx dé la 
» théorie dee équation» , mais dont le» résultats ne sont 
» que de» nombres où Ton ne reconnaît plus le» pre« 
)) mier» nombres qui ont 6eryi d'élémen» (c^eÂt-^à-dire 
» le» GoefBcien» de Téquation à résoudre) , et qui ne 
}) conservent aueuno tràoe des difFérentes opérations 
)) particulière» qui le» onl! produit». L*eJctraction des 
n raoîne» quacfée» et cubique» est l'opération la plu» 
1» sioiple de ce genre ; d'est la résolution de» équation» 
n numérique» du sejsond et du troisième degré , dan» 
)) lesquelles ton» le» terme» intermédiaires manquent. v> 
Yiète a sûrement été guidé par des consiâérations de 
ce genre ,. lorsque y dans son Traité de numerosa potts^ 
tatum adfectarum résolutions, il a cherché à résoudre 
immédiatement les équation» numériques par une suite 
d'opération» purement arithmétiques et combinées entre 
elles I à peur près comme le sont celles qu'on emploie 
pour extraire le» racine» de» nombres. Si sa méthode 
était uniforme pour tous les cas qui peuvent se présen- 
ter , en sorte que^ par une succesdion régulière des 
mêmes procédés , elle conduisît infailliblement à la ra- 

{*) De la Résolution des Equations numériques de tous- les 
degrés (a« édit*, Aveitissement, page tiij}. 
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cine cherchée, lorsque cette radiée est assignable eiàc^ 
tement en nombres , et dans tous les autres cas ^ à une 
valeur de plus en plus approchée» elle ne laisserait ried 
à désirer dans la résolution numérique des équations , 
que Ton pourrait alors regarder comme atissî complète 
que l'extraction des racines : mais* il n'en est pas ainsi. 
Malgré les efforts que Harriot, Ougtred» Wallis, Pell 
et d'autres » ont faits pour perfectionner la méthode de 
Yiète » elle est toujours demeurée très df^fectueuse ; et 
Lagrange , en dernier lieu , a montré a qu'elle ne peut 
% réussir d'une manière certaine que pour les équations 
y) dont tous les termes ont le même signe, à l'exception 
w du dernier tout connu ; car alors ce terme deyant être 
n égal à la somme de tous les autres » on peut » par 
)) des tâtonnemens limités et réglés , trouver snccessi- 
n vement tous les chiffres de la valeur de l'inconnue 
rt jusqu'au degré de précision qu'on aura fixé« Dans ' 
9) tous les autres cas , les tâtonnemens deviendront plus 
» ou- moins incertains, à cause des termes soustractîfs. n 
Lagrange fait voir, de plus , que l'on petit toujours ra- 
mener une équation* quelconque à cette forme, a pourvu 
7) qu*on ait deux limites d'une racine, l'une en plus , 
n xFautre en moins , et qui afoient telles , que toutes les 
)) autres racines , ainsi que les parties réelles des racines 
» imaginaires , s'il y en a , tombent hors de ces limites. 9) 
Mais ces limites étant au moins aussi difficiles à trouver 
que les racines mêmes de l'équation , la méthode donnée 
dans les Etém.y n* 221 , est préférable à cette recherche. 

Dés. Racines imaginaires en général. 

38. On a vu , dans le n° 3S, que les racines imagi- 
naires des équations du quatriènie degré pouvaient se 
distribuer par couples , tels que 
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en sorte que chaque couple donnait un facteur an se- 
cond degré , dont Içs coei&ciens étaient réels. 

Les analystes ont aussi reconnu que toute équation 
de degré pair est décomposable en facteurs réels du 
second degré : voici la démonstration qu'en a donnée 
M. Laplâce {Journal des Séances de T Ecole Normale, 
Leçons, r* édit., t. II, pag. 3i5, et Journal de t Ecole 
Polytechnique, 7^ et 8» cahiers, pag. 56), 

Il faut prouver d'abord que toute équation d'un de-- 
gré quelconque p aura un facteur réel du second degré, 

si toute équation du degré EiEZZl/ a un facteur réel, 
soit'du premier, soit du second degré* ' . 

Je représente par (P) Téquation du degré p , et se^ 
racines par « ,^ , y , J^, etc. Cela pose , J observe que, 
les facteurs du second degré de cette équation , formés 
nécessairement par la multiplication des facteurs du! 
premier degré , combinés deux à deux , seront 

^V— (- + ^) 0? + ii^ , 
^* — (• + y) 0? + «y , 

^• — (/8 + y)a; + /Sy, 
etc., 

et dépendront par conséquent de la recherche des foncT 
tîons de la forme m + fiet */i: Ces fonctions seraient^ 
déterminées si Ton en connaissait deux de la forme 
u + fi + Mufi, m + g+M'^, 

lea lettres M et Of désignant des nombres donnés ; car 
en faisant ; . ; . 

CompL des Elém. dAlg, 6 
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on trouverait 

'^_M'N-^M* ' l)r — N 

Mai3 pour parvenir à Téquation de laquelle dépend la 
fonction «-f- fi+Mufi , il faut former toutes les valeurs 
qu'elle prend , en y mettant successivement , au lieu 
de.« et de jS , toutes les racines « , fi, y, t, etc. , de la 
]^roposée , combinées deux à deux (8) -, ce f|ui donne 

^ ^ résultats , et fait voir par conséquent que 

réquation cherchée , que je^ désignerai par (Ç) , mon- 

terait au degré ^^-^ ^. 

1^ Si ron admet d*aborâ que cette équation ait tou- 
jours une racine réelle , en donnant à 3f une infinité de 
valeurs, on formera une infinité d'équations semblables, 
dpRt chacune aura une racine réelîe ; renfermant une 
ded combinaisons qu'on peut faire des racines de la 
proposée dans la formule # + /S + Mafi; or, le nombre 
de ces combinaisons étant limité , il faudra nécessaire- 
ment que la même combinaison soit répétée plusieurs 
fois avec diverses- valeur^ de M. On peut donc affirmer 
qu'il existe au moins- deux fonctions delà forme 

n + fi + Jklm^, m + fi + llfmfi, 

contenant les mêmes racines « et jS, et dopt les valeurs 
iV et iV' sont réelles ; 4'où il résulte que les valeurs 
cbrrespondaptes de « + ^ ®t de «iS le sont aussi. 

a®7 Si réquation (Ç) n'a point de racines réelles , 
mais seulement un facteur réel du second degré , dopt 
U$ racines soient imaginaires , en donnant à M une 
infinité de valeurs , on obtiendra une infinité de fonc- 
tions u^- fi-^ Mttfi, dont l'expression^sera de la forme 
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Jl 4- B\/ir7 ; €t on ptouTera , comme cî f dèssnsv, 
qu'il doit »*eQ' trouver plusieurs qui ne diffèrent que 
par les valeurs âe M. On aura donc 

• + /3 + J»f*i8 = ^ + i^l/^, î '^ ^ 

, d'où l'on tirera 

£n tênoi^sant les tennes tée\s entre eux et les terue^ 
isM#nakes entre eov , on rp^nfra ,re]^i(é#^er c^-^x^' 
pfessioospar ; .. . 

aCC + Di/=T) et JS + Fl/m^' 

et par là ^ Te facteur x* — (• + i^) ^ + *î^ dëvîendra" 

L'existence de ce facteur entraine celle d*i,Mi liutre» qui. 
serait 

car soit X*- F|/^^ lé qinotîentque doqne-l'iéqnation 
(P)^ lorsqu'on la di\|[îa4 pa^rl^ premin" facteur : les 
quantités ^ et K doivent être nécessairement telles , 
que les parties înqaginalrii qontenues dans Te produit | 
de ce facteur^ pai^ X— yj/-*! ^ «e détruisent /puisque 
le dividende est entièrei^nl'rëel ;* et si Toh multiplie 
le second facteur par X'-^^Yp^*^ 1* , on auife un nou- 
veau pi^odoît ^ .dans leqin^l la partie réelle sera encose 
là mêmii que eêlle du précédent , et la partie imagi** 

6.. 
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naire n'ayant fait que changer de sigi^e , s'évanouira 

ausai. *• 

En général , toute expression réelle qui a un facteur 

de la forme a + b v/-t^ ,^ en a nécessairement un de 
la forme a — 6^/— i. 
Maintenant si les polynômes 

a:» _ a (C + D\/^) x + E + F\/^ 
et a:» — a (C — DV--i)x + E ^ Fl/— i 

n'ont point de diviseur commun , ils renferment enti«e 
eux quatre, facteurs simples de Féquation (P) , qui , 
multipliés -Fun par Tautre , donnent un facteur du qua- 
«ricfàe degré doht les coefBciens sont réels , et Jon a 
montré , numéro S6^ que toute équation du quatrième 
degré peut se décomposer en facteurs réels du ^se*-. 
cond (*).. _ . . . , . . : ' ' 



{*\ Oa peut aa»i former immejïiatement denx facteurs reela du 
second -degré, an naoye» àes facteurs imaginaires rapportes ci- 
dessus. Il suffit pour cela de décomposer ceux-ci daift leurs facteur» 
dû preniîerdcgriî,<ïuifl€ront de-la forme * «^ 

g^upani ensuite le premier avec le' troisième , et le second avec 
léqiiarrième, eu mettant pour les w^rettiona 

léort taleiiw qtfi' <mt et^ tMn^i«cs daus le n* 3o,' «n oUieudra 
deu« pf©d«tt«;xécl». Par cer«»angcmcnt , on rcudW» raisonne- 
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. Si les deux/polynomea 

a:* — a(C — D\/^)x +, £ — F^/— i , . 
ont un diviseur cùmmun, en les mettant sous la forme 

jc* — flCr + E — (aDjc — FJ /^> 
oî* ~ 4Cr + jB 4- (2Z>x — F)l/^5 

on verra que ce diviseur doit être commun aussi aux 
deux quantités x» — aCx + E et aDx — F, et Ton en 
conclura quil ne peut être que de la forme x — /: on 
aura donc 

X» — »Cx .+ B: — {aftc — F)[/^ 
= (x — IC — £i/'^) (X — /) , 

X? — aCx + JB 4- (ûDx — F)t/I^ 
= (X - K + LV~iy (x - /), ' 

d'où ilsuitquex^/iC — Zi|/^, x-^/îC +I#V^«^* 
et X—- /^ seront trois facteurs de Téquation (P). Lès 
deux premiers y multiplié^ entre eux y donnent un jfac*^ 
tenr réel du second degré ; et en jdiwant l'éqHatibn; {R} 
par le troisième y on obtiendra , si elle est d*un degré 
pair> un quotient de^ degré impair, qui aura lui-même* 
un facteur réel du premier degré, formant avec celui par 
lequel on a divisé , un second facteur réel du deuxième 
dèf^év H est donc bi^ prouvé qu'une équation .^P)j de 
degré pair, aura an moins un facteur réel du deuxiàme 
degré, si l'équatîon (Ç)a toujours œi facteur réet, soft 
dtt preiiider degré ^-^soit du second. 



mtn9 du. tcjxe tout-à-fait indépendant de la riésolutibn des e<iaa« 
tions des.degi'ës supérieurs au second , ce qui peut être utile ponr 
^nelcjuc cas particfilrt^r de'r«nseigneinent. .^ " 
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39. Cela posé, tout nombre pair étant nécessaire- 
ment lepipduit d'un i)on^r?^imp^r multiplié par quel- 
qu'un d^ npmbres n^ 4 9 ^ » ^6 , etç, , ç^esr-à-dîre par 
une puissance de â, sera compris dans la formule â**», 
7» représentant un nombre entier quelconque » et n ua 
nombre impjair ; le degré, de l'équation .(Ç) > exprimé 

en général par P^"^ ^ ^ set^ donc* égal à 






=ç=.a*"""';t(3"'ii— 1), 



ai p=z2^n. Faisant (a*"/» — i)» = n', «'sera encore 
un nombre impair, puisqu'il est le produit de deux 
nombre»4mpaiM ; n »t a*"» — * 1 ; et, d'après ce qui pré- 
cède, l'équatiou d^ degré ^""s aura 4in facteur réel du 
second 4egré , $i l'équation du degré a"^^/i' a un fac- 
teur réel , soit du fHremier , soit du deuxième. Par la 
même raison, l'équation du degré a"»"'/*' aura un fac- 
te^^ réel , #i Féquation ^u <îegi«é a^^VCô"»*"»!»' -r 1) ou 
fl**"^*!!* ^ un facteur céel , soit du pcemier , seit du 
deuxième degré. En continuant ainsi, pn passera par 
«ne suite d'écpiations dont le3 plus hauts expoaans se- 
loiit de la fbime 

a*/i , a*»^'»', a«-«/i*, à"-'»'*, ...... 

Itenemhres n , n\ n", »*,«... étant tous impairs , et on 
aniter^i euBa à une dernière équation 4e degré Impair» 
qm auNi anéoessairement un facteur réel du premier 
Ûegi;ê{ÈIém,, 91 3)} par conséquent l'avant'^ierniète en 
aura un du second degré, ainsi que cjhacunedes autres'^ 
jusqu'à la proposée inclusivement. Si l'on conçoit en- 
suite qve celle-ci soit divisée par le facteur du second 
degré dont on vient de prouver Texistence , le quotient 
étant encore de degré pair , contiendra au moins un 



DES ELÉMSNS :D*AL€£BRE. 8^ 

fifictenr réel du second degré / par lequel on pourra le 
divûer de Ji(>uveatt. Sans qu'U aôit besoin d'aller mo- 
dela , on voit qtt*ttne équation quelconque dun degré 
pair est toi^owrs décQtttpo$Me ^ facteurs réels- du 
second àegté ; et puisqu'une équatieft de degpé ii^paiT 
se rainèoe à une équation de degré paîr^ eàl^divi^t 
par le fact^ttr réel qu'elle a oéoessâireraieM: j il s'aosuil: 
qu'une équation de degré quelconque lie peut avoir que 
des racines réeUes^ou des racines imagjmaires sembla- 
bles à celles des équations du second degré y c'est^àr, 
dire réductibles à la forme AdiB)/ — i* 

4o. n semble qu'après aToir V!U la forme âes racines 
imagînaîres des équations en général et celle des racines 
Quelconques des équations des degrés qu^on sait ré- 
soudre , on doit revenir sur la remarque faite dans le 
n^ i8i des Êlémens , que , si pour une. équation algé- 
brique quelconque il y m toujours une expression réelle 
ou imaginaire qui y soumise aux opérations indiquées 
dan$ eett^ équation ^ donne un résultat dont tous les 
termes ser détruisent ^ la même équation seranéeeisairer 
ment le produit d'autant de facteurs simples ^ue son 
plus haut exposant renferme d*unit&. La résolution dès 
équatioiîs des quatre premiers degrés fait voir la vérité 
de o^e proposition même dat» tes 'équations 4iikdn-t 
quiéihe , qui ont nécessaireùient une racine rédle '{Élé'* 
mens, aiS). ' i : 

n est visîHié qu'en général la question se réiiiiit à 
prouver que tdute équation d'ùrï degifé pair a ati-Bîbihs 
une racine -, soif réelle , soit imà^nôire. La propôsftbn 
du iiumérô précédent n'a été dêriiontrée qu^çn- régair-i 
dant l'équation proposée cbmtné'le produit d'un ritombile 
de factefurs simples égal à rexposarit^de son degré •/ en 
sorte que lia difficulté çublistè encore dans s6n éni^} 
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Il était nécessaire de Técârter detf Elémens l qui ne 
doivent contenir que les notions les plus éyidentes; niaîa 
il confient de la diontrer tout entière à ceux qui ont 
déjà pénétré assez avant dans l'Analyse pour en saisir 
Fesprit. Si Ton n*a pas encore de démonittration com- 
plète à leur oiFrir de la proposition dont il s'agit , on 
peut du moins leur donner des raisons assez fortes poiir 
qu'elle ne soit plus douteuse. 

tt L'esprit du calcul algébrique ( Lagrange ; De la 

V Résolution des équations numériques, ù,* édit., p. io5), 
r) qui est indépendant des valeurs particulières qu'on 
7) peut donner aux quantités , fait qu'on peut regarder 
n tout polynôme (a;"* + etc.) comme formé du produit 
>î d'autant de facteurs simples x— a, x — b, x— c, etc., 
y) qu'il y a d'unités dans Texposant m du degré de ce 
T) polynôme , quelles que puissent être d'aUléurs le» 

V quantités a , b , c , etc. » 
Développons un peu cette remarque. 

La fôrtnnle x = — ip ± l/^p»*— 9, qui repré - 
sente les racines de Féquation x*+ P-^ + V = ^ > ^* 
cesse pa» de le faire , quoique cette équation devienne 
absurde ;' seulement elle se rédoit alors à un symbole 
purement algébrique, qui ne correspond plus à aucune 
quantité existante , mais qui , étant soumis aux t>péra* 
tions indiquées dans l'équation V n'en rend pas- moins la 
somme de tous les termes égale à zéro. Par cet exemple^ 
0n doit comprendre que s'il existe pour un seul cas une 
expression de la racine d'une équation de degré pair, 
cette expression doit encore subsister pour tout autre. 
Or on a vu ( Efém., ai4 ) , que toute équation de degré 
pair a au moins deux racines réelles, lorsque son dernier 
terme est négatif; mais la valeur de ces racines dépen- 
dant de celle des çoefficiens :de l'équatioii proposée ^ 
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.doit nécessairement être composée d*i»ne cerlaine ma- 
nière avec ces coeiHcîens » ou en être une fonction. 
Quoiqu'on ne puisse pas assigner la forme de cette 
fonction , son existence n'est pas moins éyidenté ; la 
méthode des séries et le calcul différentiel fournissent 
les moyens d'en avoir des déyeloppemens. Gela posé^ il 
est visible qu'elle devra encore subsister lorsqu'on y 
changera le signe du dernier terme de Téquation pro- 
posée , et qu'alors ell^ deviendra la racine de l'équa- 
tion .dont*le dernier terme est positif; elle pourra, par 
ce changement^ cesser d*étre réelle , mais non pas 
d'exister comme expression analytique; il sera donc 
toujours permis de la représenter par un symbole qui 
jouira des propriétés communes à toutes les racines des 
équations. 

On pourrait opposer à ce raisonnement les remarques 
des numéros 67 et 6g des Elémens; mais on y repon- 
drait en faisant observer que les exceptions indiquées 
dans ces remarques ne peuvent se rencontrer dans les 
équations algébriques à une seule inconnue. En effet , 
ces équations ne peuveàt être identiques sans qu'on le 
reconnaisse à leur simple inspection ; et il est évident 
(Elém , aia) qu'aucune valeur infinie n'y saurait satis- 
faire , lorsque leurs coefficiens sont finis. 

41 • D'Alembert démontra le premier que les expres- 
sions imaginaires pouvaient toutes se réduire à la forme 
ji±: By/t'I, La vérité de cette proportion à l'égard 
des expressions sésultantes des opérations algébriques , 
suit naturellement de ce qui précède ; car en les éga- 
lant à des inconnues , et faisant disparaître les radi- 
caux qu elles contiennent , on parviendra à des équa- 
tions dont les racines imaginaires seront de la forme 
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Oo pwt encore s'assurer dirécteittent de c«ttte vérité^ 
en obwnrant : ^ 

»•. g«e 0-+-J l/J^— a'— 4' j/HT+o'+fc' /~+etc. 

2». que (c+fc VÇII) (a'-l- ft' v/^) 
=aa'— ii' + (o'6+fli') V^^ î 

00*+ W , a'a— ay.y 

4». que (a+ * /II7)" = ^ + a V'ZIT. 

Pour proDTer cette dernière proposition , on diangerâ 
<o4.i|/^)» en a"(i-+.-|/Iiri)»«; et en <*aer- 
vant qae * 






OQ Terra que ai Tcia désigne par i unjDombre entier qii^el- 
conque , po doit avoir es général 

ce qui renferme tous les cas ; car il est évident qu*ii 
n*€x»te aucun nombre entier qui ne. sok compris dacr» 
I une des quatre formules 

4i, 4i+i, 4^ + 2, 4^ + 3, 
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c'est-à-dire qd n« soit divisible par 4, on qui ne le 
devienne quand on en ôte i , ou a , ou 3 unités. 

ÇeU posé, on tmuye, par le dévdoppement de la 
puissance m du Isinome , 

. mJ , / m(m— 1) i» m(yn^i)(m— g) 6^ ^3— 

?n(>n ~i) (n» — a) (yyi^^ *^ . ^^ . 
*■' 1.3.3.4 a^^ *' 

tet QOTâiUDteant les tenues affiectés de \/-^i , qui sont 
«enx de riiQg pair > il vient 

0+1»^-)"= 

m(m^i) fe^ m(7n>-^i) (m— a) (m— 5) M _ ^^^ 
^ i.a a»"' i.a.3.4 c* 

Pour passer de ee développement à celui de...« 
r 1 V^^ J , il snffit de changer le signe de la 

quantité - dans tous les ternies oà ell€ se trouve élevée 
à aqe puissance impaire , et Voji a ainsi 

7n(m^i)b^ , m(yii ~i)(m— a) (m— 3) M ^^^ 

1,1 1 II ^ Il ■ i «—•4- ■ " ' "" /y ' I ' ~i *" e^**t 

1.2 a»^ i.fl-3 a* 

. >^m l m(m-i)(m- fl) W^ , ^^^ . V-T. 

Via I.a.3 a=»^ Z*^ 
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Multipliant <i«s résultatit par a", et faisant . 

^i/. nt(w~-i) b* , m(ni--i)(m— aXwt— 4) M \_ > 

,„/^TO» m(m— 0(m— a) y . . \ „ 

" Via r±5 — ^^+^t'';=*» 

il viendra \ 

Lorsque fauraî fak voir qne le développement de la 
puissance m du binôme convient également au cas'oà 
Texposant m est fractionnaire jj» négatif^ il sera dé^ 
montré , par ce ^ui précède, que , quelle que soit m ^ 

(a + i |/^r = ^ + ^ï/I=7. 

Au moyen de ces résultats, on ramènera à. la forme 
ji + B{/^^^ toute expression résultante cîe Ja combi- 
naison de plusieurs quantités de la forme adib y — 4 , 
par addition, soustraction, multiplication, division et 
élévation aux puissances, soit entières , soit fraction- 
naires. . :. ' \ 

4â. II s&it de k proposition démontrée n^ 39, qu^ 
pour obtenir les racines, imagiqaires d*une équation 
quelconque , il iFaut la décomposer en facteurs du second 
degré ; mais ce moyen exige la résolution d'une équation 

du degré — ^ — II-/ (38) , avant même qu*on puisse 

savoir si la proposée du degré m a on non des racines 
imaginaires. Les géomètres ont cherché, des méthode^ 
pour recormaîtrë lexistence de cçs racines indépendam-^ 
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itieiit de la résolution d*aiicune équation ^ et Je Vais ex- 
poser ce que Lagrdnge a trouvé de plus général à cet 
éjgard. 

' Si L'on désigne par « » j^, 7, ^, etc. , les racines réelles 
d'une équation de degré quelconque , ses racines îma^ 
ginaîres pouvant être assemblées par couples de la ferme 
a±:b{/^, a'±.VV^, etc. (Sg) , les différences 
des racines combinées deux, à deux seront nécessaire:- 
ment de l'une des formes suivantes : ' • , 

flt— /3 entre deux racines réelles , 
« — a ih b\/ — 1 , entre une racine réelle et une 
racine imaginaire ^ 

(«ï— a') ±:(J>'^') 0—1 entre deux racinâiimaginaires 

de conphs différen»^ 

ah^ — I entre deux racines imaginaires 
dû même couple. 

£n faisant les quarrés de ces expressions ; on trouvera 
pour la première un résultat' réel et positif ; et pour la 
quatrième un résultat réel et; négatif; les deux autres 
donneront de& résultats imaginaires». à moiniqu'on n-alt 
«e = a, ou az:=a\ on ft = y ; mâis,chac|in de ces ca$ 
introduit des racineâ,éga]ça dans l'éqoati^n.aux quarrés 
det différences. Il sUit de là qu'en faisant abstraction des 
racines égaies ^t équation dont les niçines sont les quar- 
rés des différences qui se trouvent entre celles delà pro- 
posée, aura autant déracines négatives que cette der-» 
nièrè à de couples différ'ehs de racines imaginaires. 

43* On voit t par ce qui précède , combien il serait à 
désirer qu'on eût au moins une règle sûre pour connaîtra» 
sans calcul, le nombre des racines positives et celui des 
racines négatives d'une équation quelconque, puisqu^on 
serait alors en^état jd'assigner^ au :moyenide l'éqna* 
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tion aux quarrét des différences', le nombre des raotoe» 
réelles et celai cke racines imaginaîres de la proposée. 
Malheureusement la règle qu'a donnée Descartes pour 
remplir cet ob)et| généralisée ^tant qu'elle peut l'Aire, 
se réduit à oe que : 

Toute équation ne sauruii Q¥oir un nombre de racines 
positives plus grand^ que celui des variations de signe 
qui se trouvent entre ces termes ^ ni un nombre de ra-^ 
cines négatives plus grand que cehù des permanences 
du même signe; et si elle ne contenait que des racines 
réelles , elle êà aurait précisément autant de positives 
que de "Variations de signe, eî autant de négatives que 
de permanences' du même* 

-Lee variations ide signes sont le^ cb^igeikiéns de' 
+ en -p-« on- de «-• en' «f- j qui ont lieu d'un terme à 
l'autre; et il y a permanence chaque foisque le signe d'un 
terme est 1^ même que celui du précédent. L'équation 

«4 — Sa^-f 7x*+ 9«-7-4=:o, 

par exemple > a trois variations de sigtve , savoir y de 
+ x^ à — 8a:*, de — Sx» à + 73?*, et de +^aî à -*.4 ; 
du terme +7^^ au terme + J» , il y a une penaa^- 
nence dtf signe +. 

Parini Tes* diverses déménstratibns qu'on a données* 
de cetfe ifêgte , je choisirai celle qiii est due à Sisgoer , 
parce qu'elle tii'a panr la plus simple, de toutes* 

Soït Téquatiôn 

dans laquelle les signes -f- et — se succèdent d'une ma- 
nière quelconque^ en la multipliant par lefactçur x^— *«, 
qlii donne la racine positivé x :^ « , on aù^à . 
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Le» cbeiliciens pUcés .dans la première ligne de ce ré- 
sultat , sont ceux de la proposée, pris ayec le même 
sî^DC dont ils étalent d'abord aiFectés; et les coeificietis 
de la seconde ligpe sont formés dé ceux de la première», 
multijiliés pajr € ; ma^U prîs^ aY^C; tpri signe ccHitraire» ^ 
X£)culés d*un jpang vers la droite. Cela posé^ tant que les^ 
coeffidens supérieurs seront pl|iS'j§rsm^s que les iofé* 
rieurs » ils détermiaeroAt le signe du terme dans lequel 
ils se trooyeut ; ^ççQ^x^e ils nont pascbangfè de digne». 
il y aura entre eux les mêmes variations et ks mémefii 
permanence» ^ue 43Ln# la proposée ; mais le dernier 
t^rme rp t/« ayant toujours un signe contraire à cdui 
dn coeifioieut j)9périeur ± I7de FavautHleruîer; il «a 
résultera uneupirvelliB variaitiou fuç. la proposée n'avait 

point- , . . , 

Lorsqu'on rencontrera un coefiBciei^t inférieur de signe 
contraire à son correspondant supérieur» et plus grand 
que celuîHÛ » il y aura une permanence de la p^opo^^ 
quisfecbaogera.dans une variation; car le sigœ du terme 
çà cela arrivera étant déterminé par cejui du çoefi^- 
cie^t inférieui:» sera contraire^ au signe du termie précé«n 
deat^ qu'où suppose le mém« que celiii de sou coeffijcîeut 
supérieur. 

Ou sentira la vérité de qette a^^^ion , en observant 
^'i2D ne peut être obligé dei recourir au coefficient in^ 
férieur pour reconnaître le signe d'un terme , qjfte dana 
des cas semblables à l'un des deux suivans, 

-/IctJ • +fl4 

en supposent qu*ou ait Rd^S ; Yétàaé 6t la succession 
de» signes «era';dans le premier -f- — , et dans le second 
— - -f-. Je n'ai îteint écrit le coeffièîent inférieur dans W 
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premier terme , puisque , par l*bypofl]ièse ; il n'influa 
point sur le signe de ce terme. 

Il est donc évident que chaque fois qu'on descend ée 
]a ligne supérieure clans la ligne infét?eare pouf défer-* 
miner le signe , il 7 a' alors une variatioD qui ne se trotn 
vait point dans Téquation proposée ; et si après ce paU^- 
sage on reste toujours dans la Ugnè ihférieure , on 
retrouve les mêmes variations et le» mêmes permanences 
que dans la proposée , puisque les coefficiens de cette 
Kgne ont touë Un sîgnfe' cbntraîfe à letir signe primitif. 
Quand on remobfera de la ligne inférieure à la ligne 
supérieure , il en pouirra résulter ou une ' variation , «du 
une permanence ; car il n'existe aucune Connexion entte* 
le signe d'un coeffièient îftférîetir et celui du coefficient 
supérieur du terme suivant. Mais en su{^osant même 
que ce passage produisît dans tous les cas une perma- 
nence» comme-Té dernier terme de lanrouvelle équation' 
fait partie de la seèonde ligne, i! faudra toujours rie^ 
venir au moins une fois de p\m dans cette ligne que dan^ 
la première^ et par conséquent la nouvelle équation aura 
au moins une variation de signe de plus que la propo- 
sée : il en serait de même à chaque racine positive qu^on 
introduirait. 

Si Ton muUipHéîei&^lte Féquation proproséé par le 
facteur ir-f- ai , qui' donné la racine négative «==•*- ce,' 
on aura • n ^ '^. 

a?"+' ±: Pîx" ih ^ ) x"»-'...±: U ix ± Ua\ _ 
+ ui doPctl d=r«/ f~^- 

Les coefEcIens placés dans la première ligne sont en~ 
core ici les mème^ e^ 4^ même signe que^jd^ns réquatioi^ 
proposée»; ceujx <Je Ja.seçonde ligne sofi|.,anâ^i former 
4e ceux de la première, multipliés p^ a et reouléa 
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Jct'tm rai^g vers \A dtbïtê ; mais dans lé cdi adtitè) , ils but 
conservé tettf «ignfé prîâiîtif. 

titifàiiùûiiim comtôé ci-desslifl^^ on T«rra qtid chaque 
fais qi/on sera obligé de' prend)^' lé digne da coeffieieut 
iiifériè^r , on àhUenàid. une nérbyelté petmatféâee qtd 
Vëiàstàiî pbint dans )â pird^séé. Lés é^Kérâplé^ éî jôintif 



.} 



aiiaTogaes à ceux qn'on' a donnés plus baùt^ rendront 
betré coïiséqoeiice bieû évid'éûte, puisque Ma éiscm pliife 
gratid que •?> on aura dans Tûn 4- '+ 1 *<" datas Tautre 
-^ -i-, tiorsqu'oii rérirontera de là Kgfaé inférietire daiî^ 
ïa ligné supérieure, îl en pourra résulter indîfféremmen't 
on une variation, ou une perteranencè'; tnàH en aôcof- 
ââAt qtie' cé soit iiné tariâ^on <}ai ak totr}t)urâ' lien , on 
fourré, tiiàlgi'é cela , èonélïrré que te hoBtibre de» ^er- 
ïïUtttéîïCea sera au nïoinsr àugiiietttê étièàt iinité y puisque 
lé detàieî^ teriùe se trouvant diîns laâééotide ligne , for- 
cera tot^oufs à J-evcriîif à cette ligne au moine une fois 
de plus que dans l'autre. Il suit de là que cbaque ratAûé 
négative donnée- à là pro]^disé6 àppbrierà avec elle au 
moins une permanence^En rapprochant cette conclusion 
de la précédente , on terra que le nombre des racines 
positives d'une équation quelconque ne saurait surpas^ 
ser celui des variations de signe qxietle renfermeyet le 
nombre des racines négatives celui des permanenç^fs, 

si réquation proposée n'avait que des râcini^s réelles^ 
on prouverait aussi par là qu elle doit avoir /yr^cw^/nent 
autant de racines positives que de variations , et autant 
de racines négatives que dé permanences. En effet, quel 
que soit le nombre de variations et le nombre de» i^érthif 
nences qu'ait apporté chaque racine positive et chaque 
racine négative , le nombre des unes et des autres , dans 

Compl.des Elém. d'Alg. 7 
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le résultat final > doit être égal à celui des termes di- 
minué de Tunité , ou à Fexposant du degré de Féqua- 
lion , ou enfin au nombre des racines ; mais les yaria- 
tions ne sont produites que par les racines positives, et 
les permanences que par les racines négatives : il faut 
donc qu'il y ait autant de variations que de racines po« 
sitiyes, autant de permanences que de racines négatives, 
et vice versa. 

44* ^^^ racines imaginaires modifient cette proposi- 
tion , parce qu elles ont lijeu , soit avec des variations , 
soit avec des permanences. Cela se voit sur l'équation 
çiême du second degré , s^ ±: npx -f- 1/ = o , dont les 
racines sont imaginaires , ^elque signe qu'ait p , tant 
que p^ est ipoindre que q. 

On peut assez souvent reconnaître immédiatement 
la.présence des racines imaginaires par la règle ci-des^ 
sus , lorsqu'une équation manque de quelques termes. 
Dans réquation a?+px+q = o, par exemple , si l'on 
remplace par zh o.x* le second terme qui manque , il 
vient 

ot' ± o.x? +pa[? + fl = o ; 

et quand on n'a égard qu'au signe supérieur, on ne 
trouve que des permanences , tandis que le signe infé- 
rieur doilne deux variations. Ces résultats , dont l'un 
semblé indiquer trois racines négatives , et l'autre deux 
racines positives , ne s'accordant point entre eux , font 
voir que la proposée a des racines imaginaires. 
Si l'on avait 

*' or»— px + 9 = o, 

en récrivant ainsi , 
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quelque signe qu'on employât , on trouverait toujours 
deux variations et une permanence : raccord de ces ré- 
sultats prouve que cette équation peut avoir èes.troîs ra* 
cines réelles^ mais non pas qu'elle les ait en effet; car on 
sait d'ailleurs que cela n'arrive que quand ^p? ^i^»' 

45. Cela posé , je désigne par (D) Inéquation aux 
quarrés des différences (^a), qu'on peut former d'après 
le n** 9. Il est évident , pat la règle du n** précédent, que 
si tous Qës signes sont alternativement positifs et néga- 
tifs , c*est-à-dire si elle n'a que des variations ,. ellç 
n'aura :que des racines réelles et positives , et toute? 
celles de I4 proposée seront réelles. En effet , si celle- 
ci avait des racines imaginairea,; parmi^les radnes^de 
l'équation (D) , .il s'en trouverait nécessairement de 
réelles et négatives (4^)4 elle aurait donc des. perma-^ 
nenceSy ce qui est contre la supposition. 

Le 4^rnier terme d'une équation étante çammei gn 
sait y le produit de toutes ses racines pri^çs avec \ip. a^e 
contraire, sera négatif , si le nombre des. racines réelles 
positives est impaîîr; car le dernier terme, du prodiptd'gé 
couple de racines imaginaires est toujours positif. En ap- 
pliquant cette remarque à lëquatijgai.y?), on verra^qi^je 
si son dernier terme est négatif , elle aura un nombre 
de racines négatives pair ou impair, selon qu'elle sera 
d*un degré impair où pair. Dans -le premier qa^., 1^ 
proposée aura un nombre pair de cçuples de ra.cines 
imaginaites , et un nombre impair dans Té second! £a 
général , il suit de la nature des racines de l'équation (£>) 
et de ce qu'on a vu n° 4^ > Q^^ ^^ proposée ne saurait 
avoir plus de couples de racines imaginaires qu'il ne se 
trouve de permanences de signe daus l'équation (D). 

Les considérations précédentes ne mènent encore 
qu'à s'assurer si une équation donnée a des racines ima- 

7-- 
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gînaires , et à troiiver une limite que leur nombre ne 
pnitfe excéder; mais en suivant l'esprit de la méthode» 
€c fonderait de noôrellea équations auxiliaires, les unes 
qnûse pourraîenl avoir de racines négatives qu'autant 
qno ie^ombre de^ racines Imaginaires de la proposée ne 
serait pas moindre que quatre , les autres qu'autant qu'il 
ne serait pas moindre que six^ et ainsi de suite. ïl faudrait 
forilier» dans le premier cas j l'équation qui donne les 
quârrés des £IFérences qui se trouvent entre les sommes 
des racines ajoutées deux à deux ; dans le second , celle 
qui donne les quarrés des différences qui se trouvent 
entre les sommes des racines ajoutées trois à trois , etc. 

: 4S. Si F'on parvenait à tTûteverd^bnè manière quel eon-* 
çue* les racines négâth^^s et inégales de l'éqnation (Z>), 
ou en déduirait les^ racines imaginaires dé la proposée. 
En effet, en substituant (feus cette dérilîère a + b \/ — i 
kd Hën dë^o; ^ et en égalant séparément à zéro ih partie 
î'ééire'et là partie imaginaire , on aurait deiix équations 
jjtmr déterminer les inconnues a et 6;. mais si l'on con- 
niisssdtà priàri h vafenr de 6^ et qu'on la substituât 
dans l'une et dans l'autre de ces équations , a serait 
dbhrtéf par Ite divisefur commuii dfes deux résiiltals, égalé 
â zéro^Elém,^ .i8g)« ^> en-nommant — a' Tune des ra- 
èînesnégatîves^ de^ Péquatidii (Z>) , cette racine expri- 
fiierâ Ife qnarré' de la différence entré les deu* racines 

îpiàgtnaires comprises dans la formule a:t: 6V^— i^er 
fi?!^ aiira par conséquent 
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De Vexiraction des racines des quantités en partie 
commensurabks et en partie incommensurables» 

47; Oa a vu dans les numéros 29 et 3i ,'coix^ien 
il pourrait être utile de savoir ^and une expression 
compliquée de radicaux est une puis»ant;e parfaite ; 
aussi les analystes se sont-ils occupés de ià xiecfaeièlie 
des caractères auxquels on reconnaît ces puissances. 

Soit Va ri'l/b', l'expression -a 4- V^^ »e peut être 
que le quarré d'une autr« de eette forme , \^ji+ V ^% 
dans laquelle se trouve comprise celle-ci, A'^^Byèà 
supposant que A^sr- A'** Cela ^sé , on aura 

comparant d*un côté la partie commen^urable , et de 
Tautre la partie incominensarsible, conformera les deux 
équations 

a = A + B, v/S=aV'7?; -, . 
quarrant de neijiveau , il vieni^ 

, a^^A^+^AB + B\ b = 4ABi 
retranchant la seconde équation de la preraière^on aura 

et prenant enfinla racine quarrée de chaque meinbvè de 
cette dernière, jon en conclura 

{/a^—b=zA^B. 

Si Ton combine cette éqaàtîon avec à = A+B] bu en 
tirera les valeurs ' ' ' '* 

d^^rès lesquelles les quantités A et fi ne peuvesrtétiîe 
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rationnelles comme on le su^ose, a moins que a* — p 
ne soit un qua^rré parfait. 

Soit, pour exemple, V? + V^48 ; on aura 

'a = 7, ft=48, a*— * = 49-48=i, 

Soit encore l'expression littérale 



\^4'^n + 5k(jn + n) (/» — n)|/ — 1> 
équivâieçte à 

il viendra , pour cet exemple , 

a = 4mn, fc = — 4 ('»+•'»)* ("*—»)% 

g» — 5 = 4m^ + 8ffi*/ i' + 4^^ = 4(^'Tl-"0% 

Enfin si Ton ^yait 



oii trouverait • 



t/m/i+ v/m* — awi/i + j »*• 



Quand , au lieu de \/a +v/ï , on a Va— V^ï, 
il faut prendre V^3Ï — v/"]5, A et B conservant les 
mêmes valeurs que ci-dessus. 

Dans ces deux cas , la racine cherchée est double , 
oomrfie toutes celles du second degré ; car on a ndani 
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le premier cas^ 

+ {/A+\/B, ou — v/2— v/5", 
et dans le second , 

+ V/2— V^S, ou — l/2+V^5. 

48. Je vais chercher actuellement les cas où il est 
poss3>Ie d'extraire la racine cubique d'une expression 
de la forme a + ^b. Pour y parvenir > il faut décou- 
vrir la forme que Ton doit donner à cette racine. On 
ne peut supposer qu'elle soit ^A -f-l/-^ > car le cute 
de cette quantité étant 

A\/Â + 5A\/^B+5B\/'2 + B{/b 
— {A + 3B)V^2+(?A + B)\/B, 

contient deux radicaux qusarrés essentiellement différons . 
n n'en sera pas de même de la forme A +^B'^ 
mais pour la généraliser un peu , j'écrirai 



{A+V^B)V^: 



son cube sera alors 



C{jP+5A^\/B + 5AB + B\/By 

En comparant la partie rationnelle de cette expression 
avec a ^ et la partie i^-ationnelle avec {^b , je trou- 
^verai les équations 

a=C(^A^ + 5AB), \/b=C(5A*+B)\/Bl 
qoarrant l'une et l'autre , j'obtiendrai 

a» = O ( ^ 4. 6^45 + a^>^») , 
b z=zO Ç9A^B + GA^B^+ B^ j 
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d*où je conclarai 

21=^=:^— 5^i?+5^^1>»^ B^e=z^A^^B}\ 

çt par conséquent^ 

^^flre £7 étaqt ind^term^iéié};, oupput e^ disposer 
pp*ir gue ï^ quantité (a*— - j&)Çsoit un cube p^^ait ; 
lorsque cette détern^in^tioa ser^ çIFectuée^on aura^ en 

faisant pour abréger ^ ^ ~ ^^ = c , l'éqiMitioii 

> — * =c, 
d'où i&=^» — c; 

sjibstituant dans Téquation a = C(-<^ + 3-^^) > ^ 
Tiendra 

Cette dernière aura opp^ss^ren^ei^t une racine corn- 
mensurable » si ^ et ^ sont rationnels* 

En prenant pour exemple la quantité 0-4*^^ t^^i 
du n® ag ; il yiendra 

^s=^, iii/^=/è, qu6=5î?Twjî?|, «^r-è=çi85, 

L.e fioipbfe ^a5 étj^t unt^pj^e p^ffi^it, pn pourra faire 
C=i\ et on aura 

c = 5, ^»— ^ = 5 et 4^— 15^ — 2 = o. 
L*équation ^^ A^ ay^pt pour div^^iH: commensurable 
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^ — a , donne 
d'où il résulte 



Va 4- Il i/— 1 = a -f iZ-ri -. 
on obtiendrait par le même procédé ^ 

Va— !-uJ/ — i==a*— V^— 1» 
Soit en/ooriç la .qii^9tî^ ^a r^ 3o V^^ ^ qui dpmie 
a = 5a, i/5 = 3oV/3, a» — 6 = 4, 

Ici 9 pour rendre 4C un cube parfait, il faut faire C=a; 
il vient f n^uite . * 

A^—Bz=zi, 8^* — 6^ — 5a±=o. 

M<iîntenant, si Ton pose QA=y, on aura l'équation 

^y — 5y — 5a = o, 

dont jr — 4 est un diviseur, et Kon arrivera enfin à 

y = 4, ji = a, B = 3, 
d'où 



\/5a + 3o\/3 = (a4.v/3) V^â. 

49* Ces ipjxe^ples suffisent poi;r monfrer CQipaitnt on 
peut parvenir à extraire une racine quelconque d'une 
expression in;ati£V99e|Jj9 dp&néç. ha diiOciilté consbte à 
deviner la fprpie «0149 }Aq9#lle P^9^ rafiîoe doit ae pré- 
senter ; et lorsque cette forme est trouvée, et qu'on en 
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compare la puûsance avec rexpression 'irrationnelle 
proposée , on obtient des équations en nombre égal à 
celai des indéterminées , et qui doivent conduire à une 
équation finale ayant les diviseurs commensurables. 

» 
Ainsi, pour ramener à la forme (>^ + y^ B)\/C 



l'expression V/a+V/5, on aura 

a + \/b = C{A+\/l3i)\ 
équation qui se partagera dans les suivantes : 

\. i,a ^ 1.3,3.4 . ^ / 

i/S=c(^^-> Vb \ ^^l'}p ^A'^B\/B+ etc.). 
D'après ces yaleurs , il est visible que 

et comme 

on aura, après les réductions , 

/^ITb 
o' — b—OiA^'^Bf, ou :^»— B = U -^ ' 

Il faudra donc premièrement , par une détermination 
convenable de C, rendre la quantité " — une puis- 
sance exacte du degré n ; lorsque cette condition sera 
remplie , on aura une valeur rationnelle de B , qui 5 
substitu&e dans l'expression de A \ devra conduire à une 
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équation ayant des diviseurs comménsurables^ si A peut 
être rationnel. 

De rabaissement des Equations. 

5o, Il y a des circonstances où une équation peut 
être ramenée à un degré inférieur à celui sous lequel 
elle se présente; cela arrive toujours lorsqu'il existe 
entre ses racines des refatîons particulières , ou qu'elle 
devient divisible par un facteur rationnel. La recherche 
des caractères auxquels on reconnaît qu'une équation 
est susceptible à* abaissement, et celle des moyens d'ef- 
fectuer ces abaîssemens , font partie de la résolution 
des équations ; c'est pourquoi j en traiterai succincte- 
ment ici. ^ 

Je supposerai d'abord qu'on ait ^équation 

xi^ + px^ + çx*-f* rx + s =20, 

dont les racines soient représentées par a, b, cet d, et 
qu'on sache qu'entre deux de ces racines il existe une 
relation indiquée par l'équation 7na-f-7i6=ft, m,hetk 
étant des quantités connues : on pourra trouver a et 6 
d'une manière fort simple ; car a et Z^ étant les racines 
de l'iquation proposée^ on aura 

ai + pa^ + ?«* -P* ra 4* -s^ = o > 
M +pb^ + qb^ + rb + s =i Q\ 

mais si de la dernière de celles-ci on élimine b , au 
moyen de l'équation ma + zift = ft , l'équation résul- 
tante devra nécessairement s'accorder avec l'équation 

a* -f- pa^ -f- ça* -h ra + ^ = ; 

et puisque l'une et l'autre seront satisfaites par la même 
valeur de a , elles auront un facteur commun qu'on ob- 
tiendra, en cherchant leur plus grand commun diviseur. 
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et qui fera coonaître la valeur de a (EUm., 189) : on 
trouverait b de la même manière. Il convient d'observer 
que d^ns le cas où les deux racines a et 6 outreraient 
semblablement dans ta relation donnée , ce qui arri« 
verait si Ton avait ni=^n, d'où il résuUerjait . 

le diviseur commun dont je viens de parler monte- 
rait au second degré. La raison de ce fait est facile à 
apercevoir ; car alors , soit qu'on élimine a , soit qu'on 
élimfne b , on tombe sur des équations semblables , et 
qui par conséquent doivent conduire à unp équation 
donnant en même temps Tune et l'autre de ces incon- 
nues , ou ayant deux racines. 

Si la relation proposée é^ait la + mbr^Tic:=k, on y 
joindrait les équations 

a^ 4. pc^ 4- ça* -f- m 4- -5 = 0| 

c* ■+• pc* + çc* + ne + 5 = o j 

et éliminant , au moyen des deux dernières , ft et c de 
l'équation /a-f* 7ii&4-iic=&9 on parviendrait à une 
équation finale qui^ ne renfermant plus que a, a,iu:ait 
nécessairement , avec a^ -f- pa^ + 9^* + ra 4" -^ = o > 
un diviseur commun qui détermiiïerait a : on trouverait 
6 et c d'une manière semblable. Si l'on avait /= m, ce 
qui changerait la relation donnée en i(a «f- &) 4* ^^ ^ K 
com>n^ il serait indifférent d'y écrire a pour b, ^t b 
pour a ^ le diviseur commun qui donnerait n, donnerait 
aussi 6, et serait par conséquent du deuxième degré. 

Enfin, dans le cas où la relation donnée serait 

/(a4"^+^)=^ï 1*^ ♦'^ois racines a, b, c entre- 
raient dao^ le même diviseur comp9mt > qui serait par 
conséquent du imsièi^ie degré. 
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Ce qu'on vient de lire pai rapport à Téquation du 
quatrième degré et à des relations exprimées par des 
équations du premier , peut » appliquer à un degré et 
à des relations quelcqnques ; et on en conclura qu'il faut 
traiter chacune des racines qui entrent dans là relation 
donnée comme «ne inconnue disfincte> former les équa- 
tions résultantes de leur substitution dans l'équation 
proposée , et joindre ces nouvelles équations avec celle 
qui exprime la relation donnée^ puis éliminer ensuite 
toutes les inconnues , hors une ^ que l'on conservira en 
même temps dans deux équations y lesquelles adnset- 
tront par conséquent un diviseur commun , qui , suivant 
lie degré dont il s^ra , fera connaître une ou plusieurs 
des racines comprises dans la rela^on donnée* 

Si.. Je prends pour premier exemple l'équâtion dû 
tmisiàmS' degiré , 

et )e suppose qUè Ton sache d*avance que parmi ses 
racines , il y en ,% deujc qui sont égales , mais de signe 
contraire : en nommant a et Z^ ces dèu^if raeinas^ oh 
tirera d'abord de l'équation proposée , 

a' 4" P^^ "^ 9*^ — 9"p = o , 
63 4. pja _ q^B -^ (fp = 0. 

La relation donnée entre a et b fournit de plds cette 
troisième équation , 6 = — - a« en vertu de laquelle la 
seconde devient 

— a^ 4" P^* + 9*^ — 9*P = o > 
ou en changeant tous les sigoes 4 U,fais ^ et aiettant x 
pour Uj \ 

Cherchant ensuite le diviseur tûWiMm k ctVkt dèMière 
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équation et à la proposée, on trouve 

ce qui donne 

a;*— .9» = o, 
ou' 

a?= + 9 et x = — qr. 

Le diviseur est du second degré, car la relation 6=:^— ir, 
équivalente à a +b:=zOy demeure la même lorsqu'on 
y change a en 6 et 6 en a (5o). 

Laïquestion précédente aurait pu se résoudre de cette 
autre manière : le facteur qui renferme les deux racines 
c et 6 étant jc* — (a + ô) x + «* > devient x* — a', 
lorsqu'on y suppose, d'après larelationdonnée, fe = .i a; 
il faudrait donc, si a était déterminé convenablement , 
qae l'équation proposée fût divisible par a^-^a^ Or, 
après avoir poussé la division par ce facteur aussi loin 
qu'il est possible , on a pour reste 

quantité qui , devant être nulle indépendamment de x 
(^Élém., sud) , donne 

ç* — a*=o, <;*p — a*p = o; 

la seconde de ces éqiiations est identique avec la pre^ 
mière ^ dont on tire 

et par conséquent*, 

-c«— a* =: x* — q*^ 

comme ci-dessus. ' 

n sera facile , «Vec un peu d'attention, de reconnaître 
que cette dernière méthode , généralisée convenable* 
ment , doit résoudre tontes les questions relatives à l'a- 
baiss€|ment des équations. 
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5â . Si les deux équations q^ — c*= o et q^p — c^p, = o 
ne s'étaient pas trouvées comprises Tune dans l'autre, 
réquation proposée n'aurait pas été divisible par un 
facteur de la forme x* — a*, et îl n'y aurait pas eu 
par conséquent entre deux de ses racines la relation 
qu'on supposait exister: mais si les quantités p et ç, ou 
en général les coefficiens de l'équation proposée, eussent 
été indéterminés, on aurait pu les déterminer de ina- 
nière à satisfaire à cette condition. Les mêmes circon- 
stances se rencontrent dans le premier procédé , car on 
pourrait éliminer a et 6 des trois équations 

c^ + pa^ — q^a — q^p = o, 

js 4. pb^ — q^b — q^p = o, 

a -f- i = G, 

et il existerait encore une équation entre p et ç, qui se 
trouverait identique dans le cas actuel, parce que l'équa- 
tion proposée satisfait à la condition donnée , mais qui , 
si cela n'avait pas lieu , exprimerait la relation qu'une 
pareille condition suppose entre les coefEcienaiie l'équa- 
tion proposée. * 

53. On a vu dans le n<> so5 des Elémens , que lors- 
qu'une équation avait des racines égales , elle était sus- 
ceptible d'abaissement ; c'est aussi ce qu*on peut prouver 
par les considérations précédentes. 

L'équation a?*+pa:^+9x*+ra;+5=o , par exemple , 
fournissant , entre deux quelconques a et i de ses ra- 
cines , les équations identiques 

a* + pa^ 4. ça* 4- ra + * = o , 
W + P^ + çJ* + ri + 5 = o, 

conduit à * , .. . 

a*— W+p(a5— 63)+g(a«— fr») + r(a — *)=o; 
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divisant ce résultat par a — b^cfti aura féquation 

qui deirietit 

lorsqu'on suppose a =: & : il faut donà cpe» dan» èètté 
hypothèse^ le» éqtiationa 

4û* + 3pô^ + Si^fû + r = o 

aient entre elles un diviseur commun. En suivant cette 
voie , on parviendrait , avec îe secours de ta. proposi- 
tion du n° iS8 des Etémens^ au résultat du u° 2c5 du 
inéme voluihé. 

On peut encorfr trouver tes racines égales y en con^ 
siâérâiit qu'inre équation qui a deux racines égales est 
nécessairement divisible par un fadeur de laî foniie 

cxf — àfltx + Éfc' ; 

par un facteur de la forme 

sr ^e à troiaf raciue» égales , et ainsi de suite. 

On pai*ViéHt à un résultat plus élégant et plus géné- 
ral , en cherchant ce que devient alors la fonction dé- 
sigbée par {A)*Asns le li^ 4* 
■ Si Féqtiatîoii proposée est de la forme 

(X— c)»(a:— 6y {x—cy. . . .X (x— g) (r— A)=o, 

c'est-À-di^esr elb an racines egaleir à a, pr égales à b, 
q égales à c, etc., la fonction {A)^ qui exprime la somme 
des divers qnotiens qu'on obtient en divisant Téquation 
proposée, far ciàiteTiiiâ de ses ffiteféurs du frtrexnietdégfé. 
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■9 

devient visiblement égale à 

7i(a:— a)*""> (x—by ix—cf (^— ff)(r«?— A) 

+p(x— û)» ix—by-" (x— c)î (,x—g){x—h) 

+ q(pC'^ay ix--by (x— cy» (^ï>-g)(-^--A) 

...> 

-f (x— a)» (x—by (x—cy (^— A) 

4-' (x--o)" (a>^by (x—cy . . •(^«>— g") , 

«tt obserrant que lés facteurs égaux donnent le même 
quotieql^ répété un nombre de fois égal à leur degré de 
'multiplicitié; et l'on reconnaît ^ à Tinspection de cette 
quantité, que tous ses termes ont^ pour facteur |K)m- 
mun f le produit 

(x — a)*-" (X — A)^' (x — c) ?-'. 

Mais si l'on substitue dans l'expression de la fonction (A) . 
les \aleurs trouvées pour les coefSciens qui y multi- 
plient les diverses puissances de Xy ell^ deviendra alors 

mi^*-''+(m— i)Psc»-- + (m — a)Çx'»-3.. . .+ T; 

il suit donc dé là que , quand la proposée aura la forme 
qu^on lui a supposée plus haut> les deux quantités . 

x» + Px"»-'+Çx«-"» J^^Tx+U, * 

7nx"-»+(m— i)Px"»-*+(m— 2)Qx"-3 ^7'^ 

auront pour diviseur commun le produit 

(x — a)»-' (x — by-' (x — c)î-' . . • . 

qui renferme tous les facteurs égaux ^ élevés à un degré 
moindre d'une unité que dans l'équation proposée. 

54* L'équation 

x^+pj[^ + qx^'^'rx^ + gx^ + px+ i=o 

offre un exemple du cas où la forme même de l'équa- 
tios proposée fait découvrir une relation entre ses 
Chmpl. des Elém. d'Alg. 8 
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racines. Elle demeure la même lorsqu'on y met - au 

lieu de X) et 9e trouve s^ulem^nt écrite daaâ un ordre 
inytrse; il faut 4onc cooolor^ 4e U qpj^fi m eat i^xie de 

ses racines. - en est une mitre. En nommant v une 
racine différente des deux précédeiites j elle ^mra en- 
core une oorrespondaciie -*; et^enfiu éta«t we?^ine 
distincte des quatre que }e viens d'indiquer, donnera 
une ûième racine r- On voit par lèofà^ û Yon désigne 

par a , 6, c, d, e , f les six racines de la proposée , 
on aura entre elles, )es relations suivantes ^ 

en cA Tsx i ^ cd SX i ^ isf ss 1. 

Il n'eal; pa^s o^peswre 4'eniployer ici Je procédé an 
n° Boj c^r il est évident qu'en combinant chacune de^ 
radnes a , c , e avec sa correspondante, pour eu former 
un facteur du second degré de la proposée , on aura cea 
trois facteurs : 



x^ ,^- ^c >+- rAx 4^ 1, 

^* — (e '^y^ + ^y 



dans lesquels il n'y a d'inconnu que le oeeflSolent <du 
second tenpe. Si donc on le dé3i|;ne par,«f J'ipjîannue 
z ne dépendra que d'une équation du troisième degré,^ 

dont k^racioes seront a + -, C'if^r-, e'+-* -Q^eiqM 

a c e 
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ces fonctions ne paraissent pas d*abord re^f^r tnfr tcmlOB 
les permutations que leur forme permet de faire entre 
les racines^ il est farîle de s'assurer que celles qu'on 
néglige n en sont que des répétitions. En effet , en ne 
supposant aucune cejfatiof ^^i[P f^i &> <^> ^i ^ i /*» on 
aurait 



"+!• 


-+ ;. 


• + ;. 


' + S' 


^+3- 


/*>i 


is puisque , dans Thypothè^ é^ah^ie , 


'==■ 


a =33 ^, 


/- 1. 



lesfoBGtionfl^d^ kseco^deKgnederieni^entfigj^lL celles 
de la première^ et par conséquent l'équation du sixième 
degrés qui donnerait ces six fonctions pour le cas géné- 
ral (8) , doit s'abaisser ici au troisième degré (53). 

55. On peut former cette dernière trèà diâ^lèmènf ' 
en disant par âci^ tous les termes d.e I^éqii^tipn proposée 

et en iréuni^sapl: cçux q^i sofit égaleiq^i^t H<^^^s.àf$^ 
extrêmes , ainsi qu'pn le voit ci<-aessous : 

Maintenant . si l'on fait x + - = z. on aura 

ou , ?:«ft.a+ ^=»% 

'8..' 
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dont on tirera 

x» + l :;=&»— a; 
puis 

donnera » 

' ^ l 

et mettant z 'au lieu de x4- ~ > U viendra 

aJ + p = »» — 3z. 
Substituant ces yaleors dam l'équatioa 

on trouvera 

> ç3 + pa* + (<7 — 3)» + r — flp = o.^ 

Lorsqu'x)n aura déterminé z par cette équation, il" ne 
restera plus, pour obtenir les racines de la prçposée, 
qu*à résoudre les trois équations du second degré 

daùs ksqûelles z\ z*, z" représentent les trois valeurs 

de a , et qui se déduisent de x + -":= i. 

oc 

Si l'équation proposée était seulement x^+i = 0y 
il viendrait ~" 

a'— 3a==o, d'où a=ao / z = ±:V/3, 
et x*+*=o, x«— xV/34-i=o, x^+xt/3+i=o. 
Pour x4 4" 1 = o , on trouverait 

a* — a =2^0, s=±:^/â, 
x'— xV^a + i=:o, x* + xV/a + i = o. 
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Les remarques précédentes » sur FéquatioA 

afi+pjfi + qx^ + ra^+qjc^ + px+i =0 , 

conviennent à toutes les équations dans lesquelles les 
termes placés à égale distance du premier et du dernier, 
ont les mêmes coefficiensi e,t qu'on appelle équations 
réciproques, parce qu'elles ne changent pas lorsqu'on y 

substitue - au Heu de x. 

56. Soit l'équation générale d'un degré pair 

jc»» 4-px*"»-" -f- çx'*~*....+ 9^+ px + I = G ; 

on la divisera par xf^y et réppissant \eà tenues également 
éloignés des extrêmes, on aura 

On fera encoure x + - =;a, et il ne s'agira plus que 
den tirer successivement. l^s valeurs dçs fonctions . 

x*+^. -^^-^....^+ Ji; 

or, c^êst à 'quoi l'on parvient sans peine en observant que 

caf on tire âelà , .. 

relation au moyen de laquelle Tune quelconque' des 
fouQti^s cl-^ssns se déduira des deux qui la précèdent. 
En partant de * 



ii8 • «MiVLt«ië<Ht 

, et faisant I» àà f , a > 3; 4 , ^tb: ; dë-frdii V* ' 

enî. ^ 

II est éyiaent , parla niàrcEiB de ces expressions, que Pé- 

Si elle était dm de^« 'fii4^ir ^ ^f éj^Sà^i' 
1 1 écrirait comme il suit : . ^ 

ce qui ftfÂît Voif qù*èflè serait iiivîsîfele par^ x-^'i', 'et 
la division fafte ..0» aurait pour qjuotieit ^ . r 

x*+ (p— i)x'— (p— 9— i)x»+(p— i)ir+i:y;o, 

équa^on réciproque, du quatrième/^egré. / , v 

Q.4iera;fâcîte ^opérer wir léûfe^j^tfatîoX .rjéc1^fol|^e 

de degré impair^ comme sur celle du cinquième de^é. 
Un examen approfondi de la série aés valeurs àé 

4^4^ -^ Viqpporfélêâ ^pr^eéde^eAt ', «^ ift £sit cotrdltjl^ 

paç înductfçaj. qpe . „ ' -, . ,...;.,. 

^^a/* 1 1.2 i.Sij3 -i i 

»(n — 5) («— 6) (rt — 7) g 
-J ^ ^-~— S 7 ' ' ^ a* ' — etc. ; 



on 
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et rien n'isat {Ans'abé q«e de le vérifier au moyen de 
l'équation (^) ; car en y 8ut|»titiiaiit ee développement 
et celui qui en dérive i loraqu'on cbang.e a en n — i , 
puis réduisant ensemble tons les tannea affectés de la 
même puissance de z^ il viendra 

résultat qtti ii*eBt autre que ce qné idevtent Te^ressîon 

de a;» + 51 9 quand on y change n en 71 -^ i , et d'où 

il suit qtie la lot iadiquée^ ayant Geki pour les valeurs 
ilâ£34 et n ut 5 > pat exemple > Aura lieu lorsque n^snB, ^ 
et ainsi de proche en proche , pour un nombre quel- 
conque èntiet* et positif» Bien ent^nda aussi qu'on ne 
poussera pas la série Jusqu'à ce que Testpcsantâe z y 
drtviettme négatif. 

57. Ce qui précède s'applique à réqu4tion 

j''^* +J'"- +>"•-'.... +y+jr+i=»o, • 

déduhede l'équation y^—iî=:o, divisée par jr-^t, et 
qui renferme les m ^-^ i racines de roaité , difiÏRfDias 
de I {Eiém.y 169). II sa présente d'abord deux citti 
eaaaÙBtr, savoir, cehii oà l'éxposauft m est pair /et 
oekd oùii est impair. 

Dans le premier , le nombre m^-^i étant iii9piair> 
l'éqiiatkM^ y**** •+• y""^ •+• etc. =a: o est divisible par 
y^t» et donne pour quotient tme équation réciproque' 
du degré m-— a, laquelle se ramène à urne équation en 

z du degré — — . On peut aussi parvenir immédiate- 
ment à l'éqnation du degré m — a en jr , en observant 
q«e , puîeqwe ia ^issance m est paire , on satisfait 
à l'équation y^ — 1 = o, en faisant y = d: 1 , et qtie 
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par conséquent cette éqaation est dîrbible par 
(j^ — 0(^^ + 0— y*— i* 

Lorsque m est impair^ Féquation .....•, 

y^''^ + j^""""* + etc. = o est réciproque et de de- 
gré pair , et Ton en tire une équation en z du degré 
m — i 

fl * 

De ces deux cas , le dernier est le seul auquel jl eoit 
nécessaire de s'arrêter y puisqu'il suffit de connaître les 
racines de Féquation y*^ — i = o ^ lorsque m est pre- 
mier^ et par conséquent impair^ pouc obtenir celles des 
autres équations de ce genre (17) ; mais comme ce n'est 
qn en s'appuyant sur certaines propriétés des nombres / 
premiers que- Ton peut résoudre Téquation du degré 
m — 1 , qui contient touted les racines imaginaires de 
la précédente , j'en renverrai la recherche k la En de 
cet Ouvrage, où je ferai connaître la découverte remar- 
quable de M. Gauss , sous la forme simplifiée que lui a 
donnée Lagrange (*). 

58. Les équations a6= 1 , crf= 1 , ff=^ 1, du n« 54, 
peuvent être regardées comme n'exprimant qu'une seule 
relation commune aux trois couples a et & , c etd , ettf 
des racines de la proposée. En généràKsant ce point de 
vue y on peut se proposer d'abaisser une équation d'un 
degré pair, dont les racines, distribuées par couples^ au- 
raient dans chacun de ces coupfes une reIatio« donnée^ 
et Ton y procéderait comme nous allons l'indiquer. 

Soit l'équatipn 

x*» + Px*«-'+Çx*»-^ + U=o, 

l{*) La constdérarion des propriétës du cercle donde, pour tons 
Ita degrés, des expressions des racines de l'nnitë, qu'on trouTcra 
dans V Introduction de mon Traité du Calcul différentiel et du 
Calcul intégrait etda^ le Traité élémentaire sur le même sujet. 
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telle qu'on ait entre deux de ses racines a et £ une 
équation quelconque counntme aux couples c et* J^ 
e etff etc.; on fera a + ht=iz^ puis substituant à la 
place de b sa valeur z — a, dans Téquatlon donnée entre 
a et b^ et éliminant a entre cette dernière et l'équation 

on formera celle qui doit déterminer z> Mais il est vi- 
sible qu'en opérant de même sur chaque couple de ra- 
ines désigné ci^dessus , on trouvera toujours la même 
équation en z\ qu'ainsi cette équation doit comprendre 
au nombre de ses racines les n sommes fournies par les 
couples qui satisfont à la relation donnée ; or, ces sommes 
font également partie des racines de l'équation formée 
en prenant pour l'inconnue z la somme de deux quel- 
conques des quantités a, b^c, d, etc. : cette dernière, 
qui s'obtiendrait par le procédé du n® 8 , aura donc 
avec la précédente un diviseur commun du degré n > 
qui fera connaître les valeurs de z relatives aux couples 
désignés ci-déssus (*). 

(^) La première e'qaatîon en z peat anssi se former par ses ra* 
cines, qaî s'obtiennent en faisant passer successivement toutes celles 
de la proposa dans Peqnation entre c et ior, déduite de la rektion 
ryMée. Si , par exemple, entre les quatre racines a, b, c, dyOn 
^jm» relations 5 = o*, d=zc*y on trouverait les quatre valeurs 

dont la première et la troisième seules expriment la somme d'un 
couple des racines de la proposée. 

Si la relation donnée éuit symétrique entre les racines qu'elle 
conUent, plusieurs des valeurs de z deyien^raient égales entre elle/s. . 

La seconde équation en z pourrait h son tour s'obtenir paY 
l'élimination de a et de & entre les équations 

2 == a 4. &, * . 

a*» 4- -Pfl^»-»....-*- U = o, 
5" + P6"»-'....+ t^= o. 
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I^oftq^'oB cooaakn^fti on amra.M deuxième tertte 
dn.facteur du Mcond dt^réj fonaé avec Ite raciiic» a 
et &^ de la prêtée, et qi» #st 

piiis, pour obtenir aÀ y que je représenterai par 9, on 
divisera Téqtiatimi proposée pav x**— toù-^q^ét quand 
on sera parvenu au reste , on épatera géparément a aéro 
les dewx termes de cm reste (Eiémens, aie) : les deux 
équatioQé qtt*oA $e procurera ainsi » ne renfermant que 
la fieule inconnue q , doivent nécessairement avoir un 
diviseur comman, dont on tirera la valeur de cette. 
incoQAue. 

S^. t)ê toétiié , '8Î réqtiafion ]^ropt)séë était du degré 
Sriy \Ét qtté ises taôfnes fuB^etit assujetties, trois par trois, 
à titae téîàtioû dottnée, cW-à^dire que tette relation 
ajrant l$eu entt-e lès trois racines a, b ^t t , subsistât 
aussi etjtte il , lî et /, fet Àtnsî de suite, on ferait 
rf + &4-t=*jét îùéttalit pour à sa v&lèttt t — û — b 
dans l'équation qui exprime la relâtîôii donnée, on éli- 
minerait ensuite a e% b au moyen des équations 

a^« + Pa^»-« + Qa«"-* 4- t/ a= o , 

résultantes de la snbstitutian de a et de ^ au lieu ffH^ 
dans la proposée. L'équation finale en z contiendrait 
toutes les valeurs des sommes a+b^c, d+e+f, etc., 
dont le nombre est n , et qui feraient également par- 
tie dm racines de r^qpation formée en prelMUit |>(Mir 
incôÊntie là sotattie de ttxAs qwtôbûquiei deis quaiÂi>l<é»' 
a^b^Cyd, etc. tiètte dernière et la précédente auraient 
donc un diviseur commun du degré n , comprenant seu- 
lement les sommes des racines de cliacun des groupes 
désignés ci-dessus. 



• DES ÉLËMttflé i^'ÀL^ÉBRÉ. 1^ 

jc^ — (a + i +. c).a? +. (àh 4- ce + oc} x — ahc , 
formé par les frois racines a, b, c ^ et mettant z au 
liçu de a+ 6 + c ,'^f -^u lîfeo. tie bi^-^ + &^ i et r 
pour oÂc , il viendrait 

fadteof qui dèti^itdii^r élcactenieHt I& propôs&e 6i ^ 
et r ^tâicut oènitùë. Eu égâUht d<j)nè à léh> \% ^ès{ë / 
qui 9eMiit ^l^b»^^ trëis tehdëè, bh àUtlii^ 'éiltiiè t^^ 
deux iac^MUéé fy ''^ rh*6te équÂHoiis'; ^t f)àt' Téltihii)^^ 
ticm ) i:)â liârViélidrall kidè^iL é(}ttÀtfofaé Àtïàt^ ^nttë là 
in^ttM i»(^nit(lè r t Ité dlyî^ëQrépmttiiitl de iiés ^tiàttôhà 

\\y attWltbeÉtoédtilpde retiiârqnesîiiipbrtahtéâ âfàîfe 
sur cette ^âHi^^é lâl^ébrïe éés équations \ ûiàb )é hé 
^ik fci'y ^^ï^ÊVéfr J\)lMéWftéaî ôiéUÎétaielit qûé, fàbafe- 
aMaéttt & liiiu, ëif jgftbfifa! , Iorsqu't)û obfîeht entié UV 
inl>ohhà\es^^'^Â prbblèAî^ pt»sâible , p\)ii^ d'é^ù'àâohà, 
qu'il ne renferme d'inconnues^ ce à quoi l'bn ^ài*vieht 
souTent en. considi^rant le problème prcaposé «oiis plu- 
sieurs faces ; on trouve alors entre une même inconnue 
deUx\èqBa%îop]l finales qui^ dëvâikt^'acbottièrëilh^ èlitè^i 
oiA #1 t£tîseiilr fioœi&ian dnqael on tiré la solûttoft lâ 
plus simple dont le problème proposé tfofi sliâ^ptiblé. 

eo* ToWtë *qèttf!idi4 qui pëttt ^e VK^^oftl^bSÈi-'elà deux 
fincteâ»!, 's'àbftfoâfô rtlkiésdàireh^ecft ^à^ trë tûoyén \ il ë&t 
dose ètihé dte ^itjfii ^xtbô^nsUttk t^ûifad tëttô #cÔm- 
p#sitfeÎ3r peut 'iMlëë&jter. Le "pHààtAé ftïdîqU^ Aans té' 
Hfuaito illb*8*Bte/héi*i^, et déJA i^^'^\'k phiâ hàtik, 
siAt po«ftr obl^bir 4'éqil^HÀto finale de fÀ^ûëlie âbh 
dépMfdi^ làdêôdttipfosition dVn^ autre ètt àeûx faô- 
tëttrs *& degrés donnes ; toats fë vais rteveïiir sur <5ellè 
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recherche, par une méthode plus simple, fondée sur les 
considération^ dan® i83 des Elémens, 

Soient tf , /3 ^ y les trois racines de l'équation 

elle sera nécessairement le produit des facteurs x«- et ^ 
a:.— /8 et a:.— y. Si on la décompose en deux facteurs 
x^+Ax 4- ^ et 0? + -^, il est évldent,que le premier 
doit comprendre deux quelconques des facteni-s rap^ 
portés ci-dessus , et que X'-^-jf est identique ayeccelut 
qui reste. Mais on peut cqpibiner. les facteurs x' — a, 
X — ^, a:— y, deux à deux de trois n^anières difFéreqtes; 
ainsi réqpation proposée pourra subir trois décompo- 
sitions distinctes : et conKe rien n'indique celle, qu'on 
cherche en particulier , elles doivent se trouver com- 
prises toutes dans le résultat qu'on, obtiendra. 

Si l'on multiplie l'un par l'autre les facteurs x*-4-;i^j:+^ 
et X +^, et qpe l'on compare le proSuit à la proposée^ 
on trouvera, pour déterminer les coefficiens A^B et /t, 
les équations 

A + A' = P, B + AA'=Q et A'Bz^R. . 

Quelles que soient, parmi les inconnues u^, A' etBy les 
deux qu'on élimine , oii arrivera: à une équâtiâiki finale 
dû troisième degré. 

Cette dernière peut aussi s'obtenir à priori ; car si 
c'est ji' qu'on cherche , la question revient à trouver 
l'une des racines de la proposée , puisque x '{^ A' s?: o. 
donne x = — A'-^ oa doit donc rencontrer pour éqûa* 
tion finale celle qu'on obtiendrait en changeant x en ^^A- 
dans la proposée : si c'est A qu'on cherche , ce coefii^r* 
cient , dépendant de la somme de deux quelconques 
des racines de la proposée , a nécessairement trois va- 
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leurs , qui sont — (« + fi) yi — (* + y) , —(fi + y), 
et , par conséquent ^ \\ est égala -^z dans Téquation du 
numéro 8% Pour parvenir, à Téquation en B , il faut ob- 
server que B est le produit de deux quelconques des 
racines de la proposée ) et qu'ainsi B k trois valeurs » 
savoir : «/S , ay, fiy ; multipliant donc entre eux les trois 
facteurs B^tt/B-; B-^ay, B—fiy, et chassant les lettt^ 
^9 fiiYf^jP ^u^A l'équation. demandée. De quelque ma- 
nière qu'on opère , on n'obtient dans ce cas qu'une 
équation du troisième degrét^ aussi- difficile à résoudre 
que la proposée. ~ - — ----- - 

61. Soit maintenantl'équation du quatrième degré 
x^ + Px^^Qx^ + Rx-i^S^o, 
ayai^ pour racines a, fi, y et ^i la décomposer en deux 
facteurs ûe^+Ajû'+B et x*+\^x/+J5', c'est com- 
biner deux quelconques des quatre^ fkcteucs x -^ aei ^ 
X — ]$, X — y, X — -^j ce ^uf peut se faire de six ma- 
nières différentes. Aussi , en cherohapt à déterminer par 
la coznparaison du produit des facteurs; jc*-f- Ax -f.^ 
et a?" -h A'x -|- É', avec Ja pi^oppsée , les coefficiens A, 
Bf ji' et J5', trouve-t-on, après rélimination. de trois 
quelconques d'entre eux | que TéquatioB finale d'pù dé-^ 
pend le quatrième est du sixième degréJ 
En effet; leproduit - - ^^ 

x^ + (A'+ ^') J^ + (^ + Ajé^''B')x^ 
+ {AB+AW)X'\:BB\ 
comparé terme à terme avec 

0:4 + pàr^-f Çj:»+ iîr + 5 , 
donne les équations 

Â^A'^zp; * 

B + AA' ^ ïïé^i;^; 
A!B + ABf= n. 

BB'= s: ' 



tais çpJ|fV|,«Mi!H7 






X> rr " 1 »!um ' ' V- ;!; j H^^ — ^^^% 

aA — P •■ ' 

' et substituant ce^ T^Teufs id%n9 ]a fj^tnèçi9f on obtien- 
dra, après les rédnctiçns, , 

M^Q^P4^Q'rrrr4S)4^PlJPfi^Q^^4S>AiR> 

Cette égtration pourrait anssi se dédnire immédiatement 
de la fonnatîoh dés coefficiens A^ A',S^ i^, au 
mojren des racmes de la proposée. ' 

A , par exemple^ étant Wsomme de âenx quetcongnes 
des racines «> /! > y^ ^y a les six valeurs sQiyante^ ; 

- .(** 4- /0> - (* + y). TTT (# + /) , 

- (^.'tyh. -• i« f f)r T- (y + ^). 
^ en a pareillement •!« ^.qsî ^oot 

«Aj «y, tf^, 

^, ^^, y*; ■ . •' 

et les équations qui Rivent 4onper ^ et i? se formeront 
comme il a été indjqu^ ^ajçis lé n^ 8. Il est facile de 
voir que les équatîoi^s en jf et B' ^^aient semblables 
aux équations en ^,et B. 
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An r^9t« I qumd AhS 901K canwi^, <m a 

-=!• i 

U est remar(|i]able qne la supposition de P = o fait 
disparaître tous les termes afSactés des puissances im* 
paires de A, dans Téqu^tion (A)^ qui par là deyje^t 
résoluble à la manière de celles du troisième degré. Les 
commepçans verront s^ns doute avec pj^sir 1^ PAy9Q 
de cette simplification. 

L'équation proposée se réduisant alors i 

oit étant sans second terme , ffl faut que la somme de 
ses ii^cinfis » Uvt ^ositty^ que «égatives 1 soit nulle ; 
c*est-à-dire «que la somme des unes soit égale à celle 
des aQitrfis , a);^tra«f ion faite d« ti^ s ofi ^ira doi)c 

* + i5 ^ — (y + ^) , 

*.+ ^;p= — (5 + y)/ 
et 4q|ue par conséquent , dans o^tte b}rp6tlièse, trois des 
valeurs de A sont re^eçtiveoient égftl^s ampHw 4yitfr<^ 
priseï avec un signe çofitcsôj:^. l\ ^t dpuc 4149 4 Agu^^ 
tion en A soit de la fonuç 

6a, Sans supposer P=o dans l'équation (/0> îJ suffit 
d'«n Mfb dispâi^sShre le second tenue ; tous çe^x de 
degré impair ffisparéttront en même temps, ce qui !a 
rendra «no^re résoiluble'^ ta manière du troi^ièn^e degpé. 

£n éS^, leobelBeient du second terme de oette équa- 
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tîon I étant la somme des yaleurs de A prises avec nn 
signe contraire, sera, d'après ce qui précède, égal à 

(3* + 3/S + 3y + 3/), on à — 3P, 
et pour faire disparaître le second terme , on fera 

^=:^' + - {Eiém.^ 209), 

d'où ^^c=^ — Ç; 

mettant pour P sa valeur, et substituant successivement 
chacune de celles que doit avoir A , on trouvera ces 
résultats, -> 

- («+^ + i±^±v±f=2i±£=:f=f,(.) 

« (,+ ,) + Î±l±v±/=l±i=±z2',^ 

parmi lesquels ceux qui sont suivis des mêmes chiffres 
ne différent que par le signe. Les six valeurs de A* 
seront donc deux à deux égales et de signes contraires , 
et par conséquent l'équation en A** ne renfermera au- 
cune puissance impaire de cette inconnue. 

L'équation qui donnerait B serait, dans toutes léè 
hypothèses, du sixième degré et complète. 

On voit , par ce qui précède, que Téquation du qua- 
trième degré peut toujours is'abaisser à un&du second. 
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^u moyen de la résolution d*une du troisième. Les coef- 
ficÎMs des facteurs x^+Jx + B et a?* + A'x -h Br 
étsLriï déterminés y la resoiation de ces facteurs , coni-' 
sidérés comme équations du second degré ^ donnera les 
racines de la proposée : voilà donc une méthode propre 
à résoudre les équations du quatrième degré, et c'est 
en effet celle que Desciartes a donnée; mais elle est 
particulière à ce degré. Son succès tient aux circon- 
stances que nous venons de faire connaître d'après 
Lagrange. . 

En général, I4 Hécomposîtion d'une équation du de- 
gré m en facteurs du degré p , pouvant se faire d'au- 
tant de manières qu on peut combiner ]es m racines en 
nombre p, doit dépendre d'une équation du degré . 

m {m — 1) (ni — g). >...>.. (m — p + 1) 
1.52.3. . ... :p *~~. ~* 

si toutefois m est un nombre premier; car, dans le cas 
contraire , cette décomposition peut s'obtenir plus sim- 
plement d'après la remarque qui termine le d? 27. Pour 
le siauème degré , par exeni^e , la forniule ci-dessus en 

6.5.4 
y faisant p=3, donnerait '^ =ao> tandis 'que la 

même décomposition peut être ramenée à une équation 
du lo* degré. 

63. Ce qui précède ramène enbore h la possibilité de 
décomposer toute équation du quatrième > degré dont 
les coefficiens sont réels , en deux facteurs réels du se^ 
cond, mais par un chetain qui préseipte quelques cir- 
constances remarquables. Je suppose , pour simplifier 
les calculs , qu'on ait fait disparaître le second terme 
de cette équation ; l'équation (/î) devenant 

A^^iiQA^+{Q^ — 4S)A^ — Ii* = oiR'), ''■' 

CompL des Elém. cCAlg. ' " ' ' 9 ' '" 
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aoû dernier ferme sera eflaentîellement négatif; elfe 
aura donc deux racines réelles , Tune positive et ratitrt 
négative (EUm., ai 4). L'expression de B, trouvée 
dans te n.^ précédent, réduite à 

àôsïttétà fièeesfdtàtBïttia ttne taiew féeN# p(mr 9, er 
les équatkm 

ji'z=zP^J, on Jtrzi^ A, et ^= g 

en donneront aussi de réôlTe» pour ^ et B^\ ainsi feaf 
facteurs supposés seront téels. 

Il y a cependant un cas particulier oA on ne pour-* 
rait le^ déterminer par les fomiika d-âassw^ Ce caa 
répond à R ss.o*; ou a alors 

jtfsse et .Asa^l, 

expression indéterminée (£2Aw., ffg). L'expression gé- 
nérale de Ê se trouve en dé&ut dans ce cas , parce qah 
une même valeur de ji il en correspond deint de 3 
ÇEiém*, iji)' En effet, si Tod reprend les quatre équa- 
tions primitives entre les inconnues A , A\ B et B^^ 
on lés rédnif à 

^ = 0, B + B'^Q, BB^^S, ; 

i eJHu|0 dé ^ a:t Dy de P = o et de A =s o ; en sorte 
q«e B et ^ sont If s racineâde Técpiation du second deg;ré 

B*^QB + S^o, 

et que les facteurs sont par côfiséqnent 

x*+B, «•H-^^ 
ou 
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tm' loâ^dédoii^ii d^ méàife de la prôpotéfif fiifm devkoc 

réels. En faisant, pour abréger^ 
«t résoï?ant ensuite les équations ^ 

oa aura les quatre facteurs du premîet degré 

dont le pnfdttk forme kl proposée. Si mj^iiitenant on., 
multiplie «Itre eux lâ| futeure (i) et^i^^vpUMi (i^)7f|tr 
(5), eo' observant (jueK . , . 

oa aura deux nouyeaux facteurs du second degré ^ . 

qui , d'après le n^ 35, reviennent à 

ar' + x y /gVa'^ + b^^ Qfi + y/g* -f i«^; * ' ' 

et sont par conséquent réels. î . . : > 

On ycji^jïvlà que les ftej^urs dusecoçdsdçgré trou- 
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vés en premier lien , n'étaient imaginaires qaê par l'eftef 

d'une combinaison particulière des facteurs du premier. 

De tévanouissement des radicaux, et de la manière de 
former une équation , lorsqu'on a r expression de sa 
racine, 

64* Outn» les moyens analogues à celui dont on s'est 
servi dans le n^ 1 86 des Elémens , pour faire évanouir 
les radicaux , il en Aiste un autre qu^Il est bon de con- 
naître y et qui Consiste à former en même temps toutes 
ks racines de Téquation d*où doit dépendre la quantité 
proposée. 

, Pour prendre d'abord l'exemple le plus simple , soit 
X zz^y^A'f il est évident que puisqu'un radical qqarré 
pieut être alFecté indifféremment du signe + ou du sigue 
-*-•', on doit' regarder x = — ^V^-^ comnic la seconde 
rétèihe* de' Té^àtion d*où dépend la première. Multi- 
pliant les deux facteurs x — V^iy x + \/ A , l'un par 
l'autre 7 et égalant hi produit .à zéro , on trouvera . 

pour l'équation ratiotnelle à laquelle appartieDt«= ^/^ 

3'"' Yonmgaiï x = \r ji y on mettrait successivement 
cette éqtfatîdn les trois l'acines cubiques de la 
qua$tit4 i4-{É)lém^^ iS§)y et faisant > pour'abréger, 

— ^— — :::: et , -" "^ ^ 

a . / a 

il viendrait ... 

xpryj, x = tiVA^ X = &^Ay 
ce qui donnerait les facteurs 

^S_' 3 ^ 3 

X — V-rf, X — ci\/A, x — fiy^A^ 



•^> . 



-•• 
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doni le prodnit serait . - . 

3 _ n s •_ 

3M[ai8 puisque i , « et /B sont les trois racines de Véquation 
j^— 1 = o , qui n'a ni second ni troisième terme , il 
«'ensuit que ^ 

«t que par conséquent 1© produit cî-dessus se^ réduit à 
07* — ;^=o, 

comme dn devait s'y attendre. : . 

G5. Je paW^maintenant à l'expression 

Pour obtenir toutes les racines de T^équation de laquelle 

doit dépendre la quantité V^^+ ^/^ , il faut combiner 
|]e toutes les manières possibles les diverses expressions 
4ont sont susceptibles les racines cubiques de A et de B. 
On fpcmera ainsi nçuf valeurs de a?:, doAt djiJirerâJef 
facteurs suiyans , . , 

et si on les multiplie entre eux ^ on parv|e^a à un 
. produit qui ne renfermera que des fonctions symé- 
triques des quantités at et ^. Ces fonctions s'obtiendront 
en cherchant, par les formules du n^ i5 , les sommes 
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I + «* + i**i ï + *'+i8^ des puîawwees ées tàdneê ^ 
réqaatioi^ j^ .^ ^ -. q . ^^ ^^ calcul peut ^effectuer 
d'une manière plus simple , en faisant à chaqae inultf-* 
plieation partielle les réduction^ ^i sa prés^i^eaC en 
vertu defi équations i -4* a 4. jS =z= o , « ^ (3 -f. ce^ô = o, 
A0 = i , rapportées plus haqt , et en obserrauT "que 
«* as ^ et iB^ =s «I t l'opéefttioA étant Bnie, ï\ ne v eetafà 
^uûttfl terme irrationnel. 

66. Il est facile de voir que le procédé indiqué cF^ 
dessus nî'est autre chose que Féliminati w effectuée par 
u0 mofm ^i^Jogue à çelvi du n^ lo. En «Set , aya^t 
posé les équations à deux termes i? — A=io , u' — B=o^ 
d'où il résulte x-^^— pUs=o, si Ton substitue dans cette 
dernière , au lieu de u et de ( ^ tontes les valeurs que 
peuvent avoir e^ ieçQVQViei » et q^oa multiplie entre 
eux les résultats , ils seront des fonctions symétriques 
des racines des équations t'-^--4=« o , u^ — J9 = o , et 
fi(^Hirottt par 4x»)âéqaaiiit ^'^jgpmer d*uoe nuioièFo m^ 
tionnelle. 

Çn commençant par éliminer t , ee qui se fera eà 

multipliant entre elles les trois quantités ^ 

s ^ 3 ^ 5^' 

qui résultent de la substitution des trois racines de 
^Vèq^aa^nfirr-M^Oj dAp^^^Mm^t-r^u^^yrU^ vjendrg 

• cp qmi >p rédinit à 

. (:v — "^ •*- -^ «= o- * * 
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Jtfettaiit f nsuîte^ au lieu àeu, ies trob valeur^ 

développant ces qfuantités , et faisant ;leur produit avec 
Tatteution de réduire toujours les fonctilons de i( et db 4» 
d'apirès les relatious établies dans le nf précédent^ on 
retonibera encore sur le même résultat. 

Je M rappocte point ici le oalod « qui «emil «isez 
long • e| |ie D*ei im peu wsMié iSft/r la f9}4d>o4e# ^ii^ ftiff^ 
qu'elle 4 Tavantage de faira voir à priori i quel degré 
doit monter Tégnation rationnelle dont on a la racine'. 

J'observerai que l'en^mple ci^iessus peut encore être 
traité d'une maiâère beaucoup plus simple , tanA qu'on 
fa fait n^ 3o; car ei i'^on élève au cube lu denxanembres 

de Féquation m = yA -4- y ^9 ^° ^^^^ 

transposant dane 4e premoeritteinbve les t^txxamAnlLB^ 

il viendra 

s . j _^ 

mais 

donc 

cdbont les deux membres de cette léquatâon , «» àwra 
ipi' — A — Bff^Li^jABT?, 

risiiltat jai^jonel facile à développer. 
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67. On peut, par ce qui précède , trouver le facteur 
par lequel une fonction irrationnelle «proposée étant 
multipliée^ il en résulte un produit déiryré de radicaux* 
En effet , si Ton forme tentes les racines de Téquation 
d^où dépend l'expression irrationnelle* proposée v leur 
produit y abstraction faite de son signe ^ étant égal au 
dernier terme de cette équation , sera rationnel; et par 
conaéqûent le produit de touteç celles qui sont diffé^ 
rentes de la proposée , donnerai le facteur demandé^ 

• Ayant , par exemple , x c=:\/ ji + {/ B, si on fait le 
produit des huit autres râleurs de x, ce produit éera tel , 

qn'étap^ multiplié par y ji^yB /il enjrésultcra une 
quantité rationnelle égale au dernier terme de Téquation 
Qnalç letl'.jp , pris avec un signe contraire. 

68« Jluler ayaxkt remarqué que daàs les équations du 

deuxième et du troisième degré ^ sans second.terme» les 
..;..- a ■ '» • s ^ ; s !_' * 
racines étaient de la forme a;=K -^, x^=\^A + \/B, 
conjectura que celles dés équations du quatrième et du 
pinjqtâème degré pourraient être repifésenties par 

ar=v/3+ \/Bj- C^C, xz^ \/Â+ \/B+ \/C+ \/d, 

et qu'en général la racine de Téqî&atîon du degré n serait 
de la forme 

' x=V^2+\/B^VC+]/D'+V^1e -^ etc. . * 

le nombre des radicaux étant n -— 1. 

Après avoir mis ainsi en évidence dans chaque degré 
les radicaux de cç degré , il pensa que lès «Quantités 
A, By CyDy et«., na .pouvaient reafei;mer que des 
radicaux d'un degré inférieur , et ne dépendraient par 
conséquent que d*équatiohs d'un degré inférieur a la 
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proposée; mais nne observation plus attentive de .la 
forme des racines des équations du ti^ièine et duqua^ 
trième d^é » et la difficulté qu'il éprouva à former 
Téquation du cinquième , d'après la racine qu*iilui sup- 
posait , le déterminèreA à modifier la forme'de cette 
rapine. Il prit la loi suivante : . . 

■ 
Q* degré x ^ ^j/a, 

5« xh^Jyû+Byu*+c\/u^+Dy^u^, 

et en général , ' 

les quantités A ^ B , C , D... . M et u étant indéter- 
minées. 

Les formules ci-- dessus contiennent implicitement 
toutes les racines de Téquation dont elles dépendent. 
Pour le troisième degré , par exemple^ Ja racine cubi- 
que de u ayant ti:ois expressions, savoir, 

à ' ■ .3 3 ' ' * 

son quarré en aura piireillement trois , qui seront 

et en combinant chaoïne de ces valeurs avec sa corres- 
pondante, on formera les trois racines . 

x=Ayu+Byu''tX=jtm\/u^Bm^\/u\ xz=:Jfiy'u+B0')/ u* 
Risn n'est plus facile înintenant' (8 et 15 ) que de 



t88 omputHWj 

«èmonter à l'iéfaatfon 4*pà Aim^nX lea racines d-def r 

Mi^cÉ0at0o«reni 

£» compact cette ràultantfbi^yec ^ . 
il vient 

Comme il y a dans ces deak éqvÀioss trois indficiep^ 
minées ,AjBttMtOn peut s'en donner une à yolopté^ 

Eulera£aît-^çsx*j ceqnidonne j5= — ^. Siib^tw 

tuant dans Texpressioa de f , on obtient * ^ 

et par oooaé^ent , 

De ^=5— uAi-^B*!^, on tira 
donc enfin 

Ces expressions donnent pour Xp la vàlejpr du n* i^ 
Au lieu de former Téquation 

éfrion^^wrt» je raiiadl^ d'-dessus >. Snleir s» 
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sert d'un moyçn qui peut $tre commode dao^ beau- 
coup d'occasions , pour reconnaître si une expref- 
sion proposée est la racine d'une équation donnée. Il 
substitue dans Téquatîon z?+px -f-'ç =f o^ au lieu de 



ce qui donne 

1= 



s _ s _ 

Ppiyr qo0 Ja yaleur JVv^ 4-^ V^«* <5oo?i0n»e à lai|s 

Içs cas de réquMixm ic' 4-^ po? ^ ^9 :;=pp > il faut qv^e 

3 
féquation d^dessus puisse avoir lien , qtiand même y h 

3 

pt V^ w* aeraitat des ^piantités iiratÎQnpçîIes différe^ff». 
Il avk de là cpus les temi?9 catnwaeb d<iiyeiit se déimirie 
à part^ fitasi qse If^ l^rmeis îii5ali(»n«la ; on doii 4mic 
•ayok aéparémsAt 

^'a+^V+9=o, Z4*Bu+pA^=so, 5ABht+pB=Ci 

h» dew deroiière^ équations ne sont autres icpie« # •> 
3^^ii -f- P = o I multipliée d*abord par A et ensuite 
par B. Ce procédé conduit , corama on wcit^ au inêaij^ 
résultat ^e }e précédent. 

6g. Je ne suivrai point Ëuler dans les détails de 
TappÂication de sa méthode mt quatiième et au ein^ 
quième degré ; je me bernerai à donner f expression 
des racines , et pour cela , je ferai d'abord observer 
que celtes de t^équaftien jf^— • i es o ^at 
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En multipliant par ces valeurs la quantité yu^ on aura 
les quatre é:q>ressions dont elle est susceptible \ formant 
ensuite leur quarré et leur cube, on trouvera les diverses 

expressions de ^u^ et de t^u^; et combinant ensemble 
. les résultats fournis par une même valeur à&yy on aura 

A _ 4.__ 4 

L*équation dont on vient de former les racines' étant 
obtenue, on la comparera. à afi-^px^ + çx -f- ^ = o ; 
et comme 6n naura encore que trois équations, on 
pourra prendre arbitraîremeat Tune des quatre indé- 
terminées AyByC^ u. Euler fait ici 5 = 1 , et parvient, 
par ce moyen , à une équation du troisième degré en u ; 
teak s'il eût fait a= 1, et qu'il eût voulu déterminer B^ 
il serait tombé sur une du sixième , et sur une dii vingt- 
quatrième, s'il a?ait cherché A ou C. 

En désignant par <* , j8 , y et ^ les quatre racines de 
Téquation j^ — - 1=6, autres que l'unité 3 les cinq cx- 

' "»;- ■ ' ' ■ • ■ ", • 
presg^oqs de Ku, seront . . 

5 - 5 _ 5 5 • ' 5 1, , . 

.. )/u, a\/u, fiVu, yyu, ly^) 

eTen formant leurs puissances « on trouvera que les ra-^ 
cines de l'équation du cinquième d^gré seront 

x=iA\/û+ ^V/J?-+ C{/u^+ D\/u^l 

^- ^— ^/— *y— 
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5 5 5 & _ 

X = ^^V^M + iBJ^Vï^ + C'Vï^f-i^J^i/"*- 
V Pour former Téquatioa à laquelle appartiennent ce9' 
racines, Euîer emploie le procédé du n^ g ; mais> quoique 
bien simplifié par cen^oyen^ le calcul est.trop long pour, 
trouver place ici. (Yoy. les Novi Comment. Acad* Pe-' 
^ix>p> tom. IX/pag..88.} 

jo. On peut aussi se servir du procédé indiqué dans 
le n^ 66 , pour former l'équation dont la racine est 

on fera V^ii=y, et on aura à éliminer j^ entre les deux' 
équations 

j^» — 7 u = o , 
x = 4y + By^+ Cy + Dy^. ...+ My^'-K 

L*éqnation finale rie montera qu'au degré n (i.o), et, 
n*aura point de second terme ; en la comparant terme ^ 
à terme avec la formule générale 

on obtiendra «n nombre ti — i d'équations ; et comme ' 
il y entrera n indéterminées , -^> 5, .C , . . . . m, on 
pourra se donner une de ces indéterminées à volontés Si » 
l'on fait, par exemple , u = i , on tombe sur les deux 
équâtipxis auxiliaires ... > , . 

j.«— 1 = 0, 

xz=Ay+By^+Cf^Dy^ 4-ifc^«-i, 

employées par Bézout dans la méthode qu'il a proposée 
pour ^é^oûdre les équations {Mém^de VAcàd. de Paris, 
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année 1^65 , p. 533) , et qni revient?"^ ainsi qfk*on le Tolt; 
à cdle tf Enler. 

Pour {brmer, pat Tune ou par raa^redee métbodes 
exposéei ci-dessus , Téquatlon dont on a la racine , on 
ne rencontre d^aufre diSicorté qae \i longuéuf dés caif- 
oob i maïs lonqv'otf chershe à dèterimteg Un quantités 
AfB^ £»»«.• Uf par U c am paiaiso» du résultat avao 
Féquatioii générale du degré n , on tombe dant à»ê 
oaléuls pf esque imptalicables qni eonduiraictBt à imi^ 
équation finale ^ ou une rédaitd-, dont le degré flvr^ 
passerait de beaucoup celui de la premiàre. 

yr* n est i^inbie que loYB^'dn prend nne expre^i^a^ 
radical^ qui ne contient pas autant d'indéterminées que 
l'éqaafioâ générale du degré annuel dtô se rappcyrt;» 
renferme de coefficiens , réyanouissement des radicaux 
ne conduit qu'aune éqtmtion particulière; je yab ^» 
donner un exemple. 

Soit seulement l'expresmii 

r^q^ation qui la détermine s'obtiendrait bien par le der- 
nier procédé du n® 66; mais on parvient plus aisément à lar. 
loi que suivent les termes de cette équation , en formant 
les valeurs des e^itpresstons 

V^3"» + C^T- , 1/3^ 4r|/p, etc. , 
att mogprett de^œtte relation générale , 

analogue à celle qui est désignée par {A) dans le n* 56» 
Si Vm remplace y^jê+y^B par ar, et qu'ott fas6« 
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dont on tirera le tableau ci-deiflOQa ^ 

1/2*4- v/5î=x* — 4x»l/5 + a 1/5^, 

etc. 
Les coef&ciens numériques compris dans ce tableau 
sont et doivent *fre les mêmes que ceux du tableau de 
\sk ^ge ttS/ etparoosséqneMuntf induction semblable 
à celle qu'on a indiquée dans le n* 56* fiera yoir que 

_m(m-4)(m--5)^^^g3_^ etc. 

Posant HKiHiléiiattt i»=:ii tt A^Bis^û., en aura» à 
cause dd y^^" «f ^B'^^A + i7, Véquatiou, 

+ 2^^=.9iîî:;Ç.èir:^a--»^- etc. = a, 
dotil une tsanm est 
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En la comparant avec les éqqations générales des 3*i^. 
4* , 5* , etc. degrés, on reconnaîtra quelles sont les équa- 
tions de ces divers^ degrés ayant une racine de la forme 

l^ Quand n =3| on a 

3 _ 

il vient p = — 3v/6, qz^-^a, 

d'où 'i = -J^p3; 

et comme on à fait ' 

. A4'B = a, ABp=:b, 

AetB seront les racines de Téquation 

ce qui rentre dans les solutions du troisième degré ^ 
données n"» i g et 68. 
a**. Quand n=4, on a 

x^ + pa^ + qx + r=zOy 

a:^ — 4x«i/& + 2V/6* — ai=o, 
La comparaison de .'ces deux formules donne 

> - ^ — 

. L'équation 9=0 est la condition qui restreint l'équa* 
tion proposée ; et lorsqii'ellè a lieu, on trouve j '~ 

^>-(ip^-r)^ + 4^pf=o; 

l'équation du quatrième degré qu*on résont par ces for^» 
mules, est 
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3**. Quand » = 5 , on a 

d'où l'on déduit 

5 6 

On retrpuf e dans ce degré la condition 9 = o , déjà 
exigée pour le précédent; et les équations 

p = — 5/6, r = 5/6« 

donnent de plus, par l'élimination de b, cette relation 
entre p et r : p* s= 5r. 

Lorsqu'elle a Ueu > il en résulte 

*=— ^P*> a = — j, 

^* + 5^ — ^5p5 = o, 

et réquation résolue est 

cc^ + pa? + yp*x + *= o. 

Je ne pousserai pas plus loin cet examen ; mais je 
ferai remarquer , i^ que les quantités ^ et 2? étant 
données par une équation de la forme 

la racine de l'équation proposée sera 



résultat auquel on peut appliquer les réflexions du n^ fxg^] 
«t qui fait voir par conséquent que le cas irréductible a 
lieu dans les équations des degrés supérieurs au troisième. 
CompL des Elém. d'Alg. 10 
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n n 

a*. Que Tcxpreèsion 1/^4. ^/'j? donne en même 
temps toutes le« racines de Téquattion carreapondante» 
Io»que l'on combine deux 4 deqx les n yalenrs dont 

n n 

est susceptible chacune des quantités (/3 et ^^^ de 

n _ 

manière qoeleiirproduit se réduite i^/^^ ; c'«st-i^re 

n n 

que si Ton prend a\/A e^ /Si/^, on ait «e/S = 1. Avec 
cette attention; on trouve (i5) que les n valeurs de x 
sont 

n n 

n n 

n n 

a: = «V^ + ^'"^ V^j 



De quelques transformations qui conduisent à la 
résolution des équations des quatre premiers degrés. 

79. Le nombre des moyens que les algébristes ont 
tentés pour résoudre les équations littérales , est trop 
grand pour entreprendre de les faire tons connaître i il 
en est cependant encore deux que je vais exposer > 
parce qu'ils spnt r^marquàblea» soit par la source dont 



{*)Lanspe ïa ^qnationf particulièces que je eonskUre ici tombent 
dans le cas iroéchicnfoiê , elles ont tontes hors raèiiies rëcttes et se 
rappprtenx à la diwon d'nn arc de cercle en n parties égales , ce 
^i fonmi nn moyen très simple de les réKnidre avee le secont» 
êeê tablia tr^ouomAnqius. Voyoi mou TWitCi^ du OdàUdfffé' 
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ils dérircoit/soit par leiSr simplicité : le premier est la 
méthode de Tschirnaiis. 

Cette métbodie seinble promettre )a résolution des 
é(}uatipns d'un degré quelconqpe.^ et elle ofFre le mqyea 
le plus naturel quon puisse désirer pour résoudre le» 
équations du deuxième , du troisième et du quatrièma 
degrés ; mai^ malgré son siiccès dans ce^ de9?éf ^ elle est 
inférieure à tontes les autres méthodes connues^ par 1^. 
longueur des calculs qu'elle entraîne : cependant , j'en 
yais tracer une esquisse , en fayeur de peux qui yealent 
connaître toutes les richesses de l'Analyse. 

En faisant disparaître « par la supposition de 

yzzzx+Oy le second terme de Téquation j^*+JPy+.Ç:=rp, 
on la réduit à la forme a;* 4* ^ == o , laquelle se résout 
sur-le-champ par l'extraction de la racine quarrée, et 
donne 07= ± V^— - B. En effet , en substituant o? + a à 
la place de^ dans l'éqoation proposée, elle deyient 

-f Px 

Q 

et, ei Ton égale à zéro la quantité d<H-P| coefficient de 
jc f elle se réduit à 

s^ + a^ + Pa+Qrzzq, 

ce jqai donne 

B=a^+Pa4-Qi 

mais de aa -)-P =2 o, il résulte 

et par conséquent, 

et jf = a+x=5— iPd:»/iP»— Q. 

10. . 



+ a* 1 
+ QJ 
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73. De même , si Ton pouvait faire disparaître le 
a* et le 3* terme de l'équation 

la transformée , rédnite à son premier et à son dernier 
terme ^ se résoudrait par la seule extraction de la racine 
cubique. % 

La substitution de X;^a à la place dey, dans une 
équation en jr, n'est propre qu'à faire disparaître un seul 
terme , puisqu'elle n'introduit qu'une seule quantité in- 
déterminée a (*); mais si, au lieu de l'équation hypo- 
thétique jf = a; -f- a , on prend y*z=X'^a + by, on 
peut faire disparaître deux termes de l'équation en a? > 
en déterminant convenablement les quantités a et b, 
sur lesquelles il n'y a rien de statué par l'énoncé de la 
question. 

Da^ ce cas , l'équation en x n'est pas aussi aisée à 
former que lorsqu'on change seulement y en x-^ a; 
mais cependant elle est encore du même degré que la 
proposée » comme on peut s'en assurer par le procédé 
d'élimination indiqué dans le n^io; car si l'on désigne 
par et ^ fi et y les trois racines de l'équation 
y+Py*+Qy + « = o, 

d*après ce procédé, 1 équation finale en x résultera du 
produit des trois quantités 

«• — fi« — (a + ^) » ^^ 

|8« _ JjS — (a + a?) * 
y* — by — (a + x), 

{*) Ceux qai n'ont pas encore Phabitode de PAnalyse croiraient 
-peut-être gagner quelque chose , en supposant^ = x -f-a + 6 j mais 
s'ils font le calcul, ils se convaincront bientôt que la quantité a -f>5 
se comporte comme, si elle.etait mônome^et qu'on ne'pent pag 
de'terminer séparément a et ^1 ni'par conséquent faire épanouir 
^Ins d'an teci^e.» - ... : 
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qui, nécessairement , ne passera pas le troisième degré; 
et après qu'on ara-a chassé les lettres' «t , ^ et y, comme 
il convient, on aura un résultat que Iten peut représenr 
ter par 

posant alors 

A = Q, j9=co, 

il restera ^ulement 

Sî Ton effectue le produit indiqué plus haut ; et qu*on. 
exprime /par. les cpefficièns iP, Q et !fl de réjc^uàtion 
proposée , les fonctions symétriques de « , ^3 et y ^ que 
ce produit renferme, on trouvera sans peine la composi«i 
tion des coeiGciens A, B, C de Téquation en x ; mais 
ces résultats , que le lecteur fera bien de chercher ppur 
s*exercer au calcul, sont trop compliqués pour trouver 
place ici '• on en obtiendra' de pins simples dn:suppéfSBant 
qu'on ait déjà fait disparaître le second terme^ ïéqua- 
tion proposée* On n*aura plus quà éliminer y entre les 
deux équations 

y+Qy+R = o, y*=x + a+by,. f 
ce qu'on fera ainsi^'îl suit, en posant, pour abréger,. 
x + a'=2m (*). ' ••' 

L'équafion j^*=:m+iy éla^ inuttipliée par j' , donne 
y^ zzL my + by^ , on y^ = my +bm-}'b*y , 
en mettant pour j^» sa valeur. Substituant ensuite daos 
la proposée , il viendra 

my + bm + by+Qy + R:=^o\ 

(*) On laisse ton jours les denx quantités iad^tenninëes a et &, 
inùgrë la dîfpantion du second terme de la proposée, pw^ce cpe 
l'éqaation en x n^en a pas moins un «econd terme qu'il faut encore 
faire éyftnouir. i - 
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d'Où ^ y==- ^f^^f^ . 

on obtiendra j après les réductions » 



+ Ç6» S - Rqh \ = 

_3/î6 \ —m ) 



Remplaçant les diverses pqissances de m par celles de 
07 + a , ordonnant le résultat par f apport aux puissances 
de X et de a, compataiit avec i^+^a?'f4- Àa;4- C = o, 
Jl viendra 

1 : Si l*0zi'&it .HféBO et ^nso^ be qui piiodaît b^ 
-ccpàtîoftt 

M . 3a «4^ asÇ ï» e. ..........; . (i), 

3a^ + 4Ça + ÇV — 3/îô + Q* ai ». . . (a), 

réquatiob> - ' > - V 

se réduit à 

d'où . , 0? = — v/C. 

La quantité Cséra connue lorsqu on aura déterminé a çt 

h^ ce qui est facile, puisque , d*apres Téquàtion (1 }, on a 

Valeur qiiî , hiife dàils^ Téi^uatioh (a) , ta diânge eh , 
ÇÎi — SiîA^iQ» — o, 
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^uatîoâ an second degré /dont la âolntion d<mneni la 
valent de b. Je ne m'arrêterai paa à développer Fez^ 
pression de C, ni à tirer les diverses conséquences 
qui résultent de cette théorie ; mais on suppléera faci« 
lement aux détails que j'omets. 

Lorsqu'on a déteraiiné a, b et gc^ il ne faut pas prendre 
indistinctement pour ^ Tune quelconque des racines de 
l'équation j^*=jP+û+ ij^ 5 ^^ *mi doit, d'après ce 
qui a été dit n° iga des Elémens^ chercher le diviseur 
commun qui existe alors entre cette équation et la pro- 
posée , ou , ce qui revient au même , substitues^ les va^ 
leurs de ai de 6 et de a; dans l'expressioi^ 

_ hm + R fc(x4-fl)4^fi 

^-" m+F+Ç~ x^a^b^^q^ 

qui a servi à l'élimination de y. 

74* En passant au quatrième degré, le même procédé 
s^applique de deux manières différentes ; savoir , en 
changeant Tëquatioil 

en une autre où les termes affectés de la troisième et de 
lâ première puissante de TlHicôiinné aient dbpàrn, et 
4ui par là soit résoluble à là maniète de celltô du 
second degré {Elém., i6o). Où bien, comihe potir îès 
degrés précédebs» en transfoflnant Féquation proposée 
de manière que la résultante puisse être réduite à son 
premier et à son dernier t^i&e. 

Dans le premier cas , on n a que deux termes à faire 
disparaître ; il suffit donc de combiner ^équation 

•tec réqoMibtt 
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En effectuant les calculs. Deçtasaires pour obtenir i'éqoa* 

tion . •» 

x^ + A3c^ + Bji^ + Cx + D = o, 

et posant ensuite 

A -=1 o, C =i c, 
on aurait 

L'équation Arszo serait encore du premier degré , par 
rapport aux îùdéterminées a et 6 ; mais l'équation C=o 
monterait au troisième : aiirsi la résolution dé l'écfuation 
proposée se trouverait ramenée à celle d'uAe équation 
du troisième degrés et d'une autre du second. Connais**^ 
sant Oj & et X s on trouverait j^^ comme dans le numéro 
précédent. 

Pour changer l'éqtiation i. 

en une autre qui n'ait que deux termes » il faut en faire 
évanouir trois > et l'analogie conduit à poser l'équation 

: renfermant. trois indéterminées a , Jb ^et c, Le résultat 
de l'élimination de jr entre cette équation et la proposée 
^ant toujours désigné par 

a:44.^^S-f.jBx* + Ca: + Z> = o, ^ 
on fera • . 

^ = o, ^ = 0, C = o, 
ce qui donnera . i 

a?4 + Z) = o, 

mais les indéterminées a, & et c se trouvant au premier 
degré dans A , au deuxième dans B , au troisième dans 
C, l'équation d'où dépeijd la valeur de l'une d'elles 
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montera au sixième degré (i4) » et aéra donc en général 
plus dif&cile à résoudre que^la proposée elle-même : ce- 
pendant Lagrange a prouvé qu'elle pourrait encore se 
ramener à une autre du troisième degré. 

75. Quand la proposée sera du cinquième degré, il 
faudra nécessairement la changer en une autre qui 
n*ait que deux termes, et pour cela en faire disparaître 
quatre dans la transformée; mais la rechercbe des in- 
déterminées conduira alors à une équation finale d*nn 
degré beaucoup plus élevé que la proposée ^ et la mé- 
thode de Tschirnaiis , de même que toutes les autres 
méthodes connues, échoue au-delà du quatrième degré. 

Tout ce qu'on en peut conclure , c'est la manière de 
faire disparaître autant de termes qu'on voudra d'une 
équation quelconque ; car il est facile de généraliser 
cette marche , et de reconnaître qu'en prenant l'équa- 
tion subsidiaire 

on changera l'équation générale 

yn^pyn^i + <?>^'""*- . • .+ ï/)v+ T=o 

en une autre 

x» + ^x»-* + ^x»-» + L = , 

dans laquelle on pourra faire disparaître un nombre de 
termes égal à m , au moyen des m quantités indétermi- 
nées a, &, c, ... . q. . 

76. Le second moyen , par lequel je terminerai ce 
que j'ai à dire sur les équations , dérive de celui qu'on 
■ attribue à Cardan*, où du moins qu'on employa d'abord 
pour retrouver l'expression qu'il avait doimée de la pre- 
mière racine de l'équation du troisiènue degré sans se* 
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cond terme I mojren que Lagrange a étendu aat éqna^ 
dons da quatrième degré (^). 

Si Ton fait x :=sy -f- 2 » il vi«Ut 

résultat qa*on peut mettre sous la forme 

x» — 3ya(j^ + a)-(y + = o» 
et qui se change en 

quand on y remplace y -|-z par sa valeur X} compa- 
rant alors cette équation avec 

x^ + px+ijf = o, 
on en conclut 

La première de celles^! donnant 

9 

yz = -^ et .y*3^_^^ 
on a 

y^+Z^=^^q, ya3__i^. 

et il suit de la théorie de la composition des équations y 
que y et z^ seront les racines d'une équation du second 
degré , ayant q pour coef&dent de son second terme , 

et -^ -s-- pour son dernier. Si^-^-qt p^ = o re- 
présente cette équation , et que AetB soient les valeurs 

(^) Voy. hê Séances de PEcole JYormaie (t. lU, p. 3o6), 
!»• «dit.), et k Journal de PEïfoie Polytechnique (7* et 8* Cl- 
bieit, p. 287). Les caK:ol3 di oe« traïuformadoiM ottt été depais 
on pea simplifies dans renaeignemcnl de la dernière ëcole , et for- 
ment le procède le plas simple et le plus court pour arriver à la 
SKdu^on dtê éi^aati^s dà ttôitiètne et du quatrième degré. 



DES ELÉKEMS D'ALGEBRE. i55 

de f , on aura jr=^/3 et z=^'S, Les diverses ex- 
pressions dé ces racines satisferaient dans nn ordre quel- 
conque aux éqûatibns 

f^^^^tl et ft?=.^£., 

mais la dernière de ces équations est plus généi^ale que 

^=3 — ë, d'où elle à été tirée : c'est donc dans cellfc- 

ci qu'il faut substituer les valeurs de y pour obtenir 
celles de e, ou, fe qui revient an méme^ il faut com- 
biner chacune des expressions 

3 3 3 

avec les suivantes , 



3 .^ s $ . 



3 



dé mattière que le j^roduit se réduise i y^AB , ce qui ne 

fournit que ces trois résultats : 

\/^+ \/B, ^ 

3 3 

3 3 

■ *•(/]? + a}/'B. 

Il est faoile de voit qu'en mettant pour «t et a* les 
valeurs données dan9 le n^i 5g des Elémens, et pour ^ et 
É c'elles qui résultent de l'équation t^+^^— t7P'=<^> on 
retombera sur les expressions obtenues dans le n^ 194 

Je rappellerai, à cette occasion^ que lorsqu'on 
élève une équation i une puissance^ oiî qu'on la multi* 
plie par un facteur où se trouve l'inconnue , on introduit 
de nouvelles raoiaee étrangères à k queétion proposée « 
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77. On a résolu Téquation du troisième degré. . . . / 
a? +px + ç = G , en supposant x =^ + «i ; on résont 
celle du quatrième degré x^ + px*+ gap+ r = o d'une 
manière analogue y en faisant x=u -{- J' +^7 car il faut 
ici trois indéterminées , à cause que l'équation à ré- 
soudre a un terme de plus. 

De la supposition de a:=u-f-j'+a, il résulte 

ce qu'on peut mettre sou» la forme 

élevant encore une fois au quarré ^ il viendra 
développant ici le second menlbre seul^ on trouvera 

et remplaçant u+j' + z par ^a valeur x , on aura l'é- 
quation 

x^ — 2 (u® + J''* + 2i*) x** — 8Myzx 

dont la comparaison avec la proposée donnera les équa- 
tions 

f =— 2("*+y+2^'), ç=— 8«ya, 
r = (u» +/+ aO*— 4 (w^J'' + tt*a« +3^ V). 

Si l'on met dans la dernière, au lieu de u* + JK* + *% 
sa valeur -r- - tirée de la ptemière , on aura 

r=:=Ç — 4(uy + M»£»+ya»); 
d'où l'on conclura yen prenant le quarré de uyz, dans la 
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deuxième , les trois nouvelles équations 



fl 



dont la première donne la somme ies quarrés des incon^ 
nues u, y y z, la seconde celle des produits de ces quarrés 
combinés deux à deux^ et la dernière le produit de tous 
les trois. En se rappelant la composition des équations 
{Elém,, i83)^ on voit bientôt que si Ton regarde les 
quantités u^y* et z^ comme les trois valeurs d'une même 
inconnue t , cette inconnue dépendra de Téquation 

Désignant par l, m et n les trois racines de cette 
équation , on aura 

tfoù 

u=^±^l, y = ±,y/m, z = ±i^n, 
et par conséquent ; 

x=z±i\/lài\/m±i\/n. 
Cette formule» dans laquelle on peut combiner commfi 
on voudra les signes , équivaut par là aux suivantes : 



x='>\- \/l+ V/m+ {/n, 
x=+ \/l— ï/m— \/n , 



oc=+ V/Z— l/m+ \/n , 
x=+ \/î+ ï/m— \/n , 
et semblerait donner huit valeurs pour Tinconnue x ^ 
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qui n'en peut avoir que quatre; mais en remoutant'plua 
haut y on verra que lea valeurs de u , j^ et s doivent sa* 
tisfaire à Téquation qf =r— 8uya, dont on n'a employé 
que le qtiarré. H faudira donc combiner les signes des va- 
leurs u=±l//, j^=dbt/ni, a=±:V/7i, de manière 
que leu^ produit soit d'un signe contraire à celui de q ^ 
ce qui doit se faire comme dans le n® 34* 
Si , dans l'équation 

l'on fait < =- , les fractions disparaîtront par la rédue^ 

4 
tion de tous les termes au même dénominateur , et il 
viendra 

^3 4. sp^» + (p»— ^4r)5 — fl»= o , 

réduite semblable à celle que l'on a trouvée en £, d^ns 
le n° 520. On se convaincra facilement aussi , que led 
valeurs de x rapportées ci - dessus s'accordent avec 
celles qu'on déduirait des résultats du même numéro* 

Du développement des puissances fractionnaires et 
négatives en séries. 

78. On a vu , dans le n*' à35 des Elémens ^ la divi- 
sion , prolongée indéfiniment ^ donner naissance à une 
suite infinie qui exprimait > en termes monômes, le déve- 
loppement d'une fraction j pt dan^ le n** ^67, j'aj annonce, 
que l'extraetion des racines conduirait aussi à ^es séries. 
Pour ofirir ^n exemple de ce dernier cas , je vais ex- 
traire la racine qnarrée de a* -f" ^*» 
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■etc. 



a*+6» , 




^ ft* M , i« 


—a» 


''"*"5a 8<^"' iSa* 




i» 


aaH 

aa 


etc. 


64a« 


etc. 



La racine quarrée da premier terme étant a> il reste b*, 
vqn*il faut diviser par aa , et écrivant le qaotient — à 

côté de a, à la racine, on aura a-f- — pour les deux pre- 
miers termes de cette racine., et — — pour le restej . 
doublant la racine trouvée » on a sa -f^ — ^ et divisant 

le reste — — par aa> o» aura |m quotiefU: -^-«-3 > qui 

sera le troisième terme de la racine. On vérifiera ce 
terpie suivaat la règle ordinaire , et on aura un reste 

*' *' 1 1 i: I 

Ai4 " " ' 57^* sur lequel on opérera comme sur les 

précédens. 

Il serait aisé d*imiter cette opération pour extraire la 
racine d'un degré plus élevé ; mais en considérant les 
racines comme' des puissances fractionnaires , on les dé- 
duit plus simplement de la formule du binôme , telle 
qu'elle est présentée dans le n^ 1^4 àes Elémens. 

En effet, si Ton change K c*+ 6* en (a* + 6*)», et 
que Ton fasse m=a|' dans !a formide citée , puis qu'on 
y écrive a* pour x , l^- pour a , il viendra , comme ci- 
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dessus f 

. A» 64 fis 

Cet exemple suffit pour montrer le parti qu'on pour- 
rait tirer de la formule du binôme , si l'on était assuré 
qu'elle eût lieu , quel que fut l'exposant m , ce qu'on 
ne saurait conclure de la manière dont on y est par- 
venu dans les Elémens, puisqu'elle suppose que m est 
nécessairement un nombre entier positif. Il faut , en 
conséquence , soumettre cette formule à de nouvelles 
vérifications > propres aux différens cas que l'on veut j 
comprendre. ^ 

79. Celle de ces vérifications qui paraît en même 
temps la plus élémentaire et la plus complète , a été 
tirée par Euler ( Noi/i Comment, Acad, Petrop. , 
t. XIX , p. Lo3 ) de la condition 

(1 + zr (1 + zr = (1 + z)-^\ 

qui y exprimant la propriété caractéristique des puis- 
sances » doit être remplie ^ quels que soient les exposand 
m et n y et sous quelque forme que soient présentés 
les facteurs du produit. 

Or, quand l'exposant est entier, il a. été démontré 
que ^ 

r I \m i^ . 7ii(m— i) m(7n— 0(711— a) . 

on a, dans la même circonstance, 
(i4^)'=i4--a4.-^^-~'a'+ ^ J^g .V+ etc, , 
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puis 



(i4zf ^^=1 + ^^^^^ 4 vc>.-r^A/^-ri 



t.a 



ar 



if OÙ il siiit 4uë là troisième série edt le produit dés 
deux ptemièrêâf, et que/ par conséquent^ ce produit 
se forme en mettant ni^^n à la place de m dans là 
(>retnière sérié , oiv dé 71 dan^la sebOnde* 

Mais- pnlsqtiMl À*ést pas enborè prouvé que le déve- 
loppement de (i + a)" soit la sérié i'4- — *+«te., 

quand l'ëxposaiit m n'est pas entier et poâitîf , on ne 
doit considérer cette sérié, dont la' valeur est liée à 
celle de m , que comme lé développement d'une fonc- 
tion inconnue de m. En représientant cette fonction par 
f (m) y on attirai en génératl 

changeant m en n ^ ce qui est permis / il viendra 

et par coiûéqt^ent, 

f(m)xf(«)== 

Si ce produit avait la formé trouvée plus haut» il 
serait le développement de f (/n-hiry, et la fonction 
cherchée satisferait , dans tous les oaà , à la reUtiôn 

Compl. des Elém. d'Alg. 11 

] 
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f(m)Xf(n) = f(/îi + 'i) (^). 
Mais, ditEnler/ ce la composition des termes de ce pro-' 
3) duit doit demeurer la même , soit que les lettres m 
n et n râprésentent des nombres entiers , soit des nom- 
')) ' bres quelconques (^.t) Ainsi Ton peut appliquer à deai 
valeurs quelconque» des lettres m et», Téquation (^) 
trouvée lorsque, ces lettres représentent des nombres 
entiers positifs. 

Plusieurs géomètres > que ce raisonnement n*a pas sa- 
tisfaits, ont donné les moyens de reconnaître, à poste- 
riori\ la vérité de Téquation (^. La longueur des 
formules ï" tjuHl faut écrire, rend le calcul un peu em- 
barrassant, mais néanmoins j'en présenterai les pre- 
mières opérations, d'après le procédé indiqué par Se- 
gner (^Mémoires de V Académie de É^lin, année 1777, 
p. 37 de l'Histoire) (**), 

i.a.3 



Il 1.2 

7n(m— 1) 



aM 



= 1+ 



*+ 



i.a 

771 71 

+ 7T 



4 



n(7i— 1) 



1.2 



. -L 



^H 



a^+etcl 
m(m — i)(m — 2) 



i.a.3 

I m(m — i) n 

1.2 u 

m n(n — 1) 

;"*•" 7 1.2 

_^ n(n — i)(7i — 2} 



.2.3 



2» + etc. 



^ (■*')... Hanc composition is rationem non ab indote literdrum 
ju et n pendere, sedperinde se esfie,habituram, sive hae Uterae m. 
eifï dénotent numéros, integros siue alios numéros quoscunque 
•'(p.'ibS -!- logdu Prlénioire cité).^ ' .. ' 

(?;*): Nbjw aussi \t%Elém4nsd*Algèhre, par M.L'huillièry <?i 
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-En réduisant au même dénominateur tous les termes 
du coef&cient ^ chaque puissance de z , dans ee pro- 
duit, il devîenr 

m + rt , m(jn''^i) + 2 mn + n{n — i) ^ 

1 "r"' ' ' Z -f- ' ^ ' ' Z 

+ TTis * 

4.etc (5). 

Ses deux premiers termes et tous les dénominateurs sont 
les mêmes que ceux du développement de {{m + n) , 
qui est 

i + __* + • — Z 

^(m + n){m+h-i)(m + n^a)^,^^^^ ^^. 
1 «s «0 

il ne reste donc à comparer que les numéîateurs, à par- 
tir du troisième terme , et à montrer que ceux de la sé- 
rie {B) se tirent les uns des antres comme ceux de la 
série (C). 

1**. Dans le trobième terme de celle - ci, on a 

Xm+fi) (ni+ii— 1), où il &ttt observer que le dernier 
facteur m-|-n— 1, peut être écrit de ces deux manières , 

(m— i) + 7i, m + fn — 1), 

employer la première avec le premier terme m du 
multiplicande, et la seconde avec le deuxième terme 
7ï; il en résultera , 



les brutales de Mathémtttiques , t. IX; p. V2g, te té Xfll, 
p. 37a 

11 . . 
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(m+n) (m+iï— 1) tsmKm— 1)+ «34- n[m+(/t-^i)] 

ce qui s'accorde avec la série {B). 
9f*. ty'àns lie quatrîèiné tenné âé là série (C) se trouve 

le produit précédent multiplié par le facteur 

(jk ^n — ay qin pedt à'êcrité die ces trois lUanières , 

(m — 2)+», (ot— 0+(7i— i), m+(7i— a), 

qu'il faut, employer , suivant leur ordre ^ avec les trois 
termes dont le résultat précédent est composé, ce 
qui donné 

Tà(m — i) [(!» -^ a) 4- »} V 
+ âmnl(m — i) + (» — i)] t== 
+ nin — ^ i) [m + (» — a)3 3 
m(/ii— ôt^îT— à)-f 3hi(wi--i)7t+3i7i7i(i»'^ r)+n(yi — i ) C'»— 2) i 
comme dans la série (^). 

3^ Au dn<piième terme de la série (C), on aurait 
pour multiplicateur des quatre termes du précédent , 
le facteur m + n — 3 , qui prend aussi quatre form^as^ 
savoir y 

Il est aisé maintenant ds poursuivife aussi loin qu*on 
voudra ces opérations, et en les appliquant au passage 
Ai côëfEcïéiÀ de zT ë^ éeïùi dé ti^"^; dédémofebë^^kf ce 
moyeii que sî PMèntîttdes deux séneVa Kfeii dkjià un 
rang quelconque, elle aura lieu dans* l'é-éuîvfetff ^) : 



(*) L'i^eittité des co^lBcieiis ^^ f^x'iet^ {£[) et {Ç) n'est intve 
chose qu'an théorème' très reDouirquable dû à Vandermonde, et dë^ 



■ 
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9^ a flonc réfuatipii 

f(m)xf(ii) = f(rîH7n) <^, 
quelles qne soient In et i». 

Gela posé j A l'on change i» en 7» 4~P > ^^ donnera 
f(m)xf(i»+pX=f(» + »+P); 
et comme- 

il tiendra 

i(jn) X f Ç«) X f (p) = £(/»+« +P). . 

On obtiendrait une semblable équation , quel que fut 
lé nombre de fonctions n^nltipliées entre elles. 

U suit de là^ que si Ton prend un nombre k ^e fac- 
teurs égaux i f (t j|> on aura 

puiscpie -^ X fc = ft ; et par conséquent 

Tirant de part et d'autre la racine du degré k y on 
trouyena _ . . ^ • 1 , . X: 



ii^^mmy^ : 



montre dans le n» 987 du tome III de moii ''Traité du kalcul 
différentiel et du Calcul hnégLilf ^ \ \ *-' 
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mais h étant un nombre entier , ({h) = (} +zy , et 
l'éqaation 01^169811$ devient 

il estdonp.prouyé que fCrït O" ^ »érie' ~, 
h h/h \ h/h \/h \ 

^+t*+-t:^*+ — rrs — =^''*'*»«'> 

est le développement de là puissance frattibnnaîre t 

de la quantité i + ^* 

Je passe à présent au cas où T-exposant est nn.nombre 
négatif ; on a alors 

m + n = G j . 
mais d'un autre côté , . 

f(m + /i)=(i + *yt=.i iklém., 37): 

il suit de là que, t • . . ^\ . _ 

' f(to)><f(ii) = i. - '^ 

Mettant^ au lieu de m^ sa valeur—»^ il yient » quelle; 
que soit n , 

et puisque . 

f (») = (1 +z)^, ^— = (, + ,)--, 
il en résulte que f (-^ n)> ou H série 

1 "^ i,a i.a.5 î 

est le développement de (i + *)""*• 
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PoBr pâssepda idévelftppéstent de (i +z)"*^ à celui 
de (x + a)*", on fait a= -, d*où l'on tire 






puij 



.,0^l)" 



(a: + a)« = a:«(i + ~) , 



-:-n 



et Ton est conduit à la formule du n^ i44 àes^Elemens. 
' La démonstration précédente ne laisse rkn à^é&irép 
du côté de la rigueur 5 mais les détails où il faut entrer 
pour achever sa première partie, peuvent paraîti-e un peu 
longs , et faire préférer, sous ce rapport , la suivaJ^li^iyt^ 
rée des Transactions philosophiquesî^J^ajmée ijq6) (*). ^ 

80. L'texamen des premières pnisàances oe 1 •+■ a: 
conduit naturellement à penser que le développemeilt 

d'une puissance quelcojagueds.cette quantité, jdphYêtreu.^ ^ 

de là forme 

les coelEciens A, B, CyD,E, etc., étant d^s nombres 
entièrement indépendans de toute Vàielàï^-âé^â^ 'Il est 
visible, d'ailleurs, que_ce développement ne doit con- . 
tenir aucune puissance négative de x'^ car s'il avajj^^^^ 

exempl^,^iïD Je^nçne 4o^âJqr^e -^ v -M â^pposil;ÎQJl4f 
x=zo rendrait ce terme iûfiiîti (Elémi,^6S)f tanSiarqîrt 

,■■ ■ .■■••i\:l i' t'^ — L-«^4 — ^• . , ;j . i.ii^MÎ* . < i, \ ' , h i — n i I J ' ^ — i i o (lO 

(*) L'impohancé de la formule de Newto» en'â'fitit-moliîpïîér 
lesdémonstraû^as à, tel point, que lei^r réunion composerai^ unfgrt 
^s volume; les Transactions phUpsophiqués , surtout, en con-i 
tiennent un grand nombre. "-^ r • f <- * /—a 
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la même suppetttjon séduit .f d^BÛté MÉia dos puU- 

sances de i -f- x. 

Cela posé^ soit 

m _ ■'- ' . 

on aura aussi 

etm£aÎ9ant ^ 

I . i ; 

ityiepdra . i 

• '/ . ' -» ' ■' ■ î! ■ ' '' 

,(1 + x)» =? u« +>')" = yy 

«.!. (• . . . ^ •:.:'• -.. :• 

u^^i^z^A(x'^)+Bi3C^'^)'^C{a^''^+D(x^'^^^ +etc. 
Mais si Ton fait atteptioD ^i;e 

on «0 fioi^lura qsiie ; ; , 

étqu'é"'" '^" - »'■ • 

Or 9 en vertu du théorème du n® i58 des Elément, 
on a, ftui^qu.e^.et lï.çq^B^t dés .^çabifps ,çptier|ï ^ 
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Çettô cjernièw iqgatioj? , ,^ey^t ayoir Uey , çie> çuç 
sQ^eflt ^ fit y, subsistera encore ]oxfqupn fqrf ps := jf , 
h7j)fltb!èjie gui dflnne 

et qai réduit Téquation ci-dessus à • • • • C^ 

^L-. = A+s^Bxri- 3Ca- + 4^x3 ^ 5^;^ + etc. , 
ou pL 

|M|dnt^afit « si l'oi^ mejt pour u^ et u" leprs valeurs 

m 5 

(i + a?)*^ et i+^i 0° ?."r? 

m 5 

^(i+x)» :;r= (i +x)(^+a5x+3Cx*+4Dj:3^5£a:5-^ etc.) , 

équation ^i renfem^ une con^tion propre à déter- 
mii^er les cpefficiens ^, B, C, D; etc. , du développe^ 

ment de (1 + a:) "ofe^ ^^^^ » si l'on substitue ce déyel^fr 
peinent dans le premier membre ^ on trouvera 

^{ + ^0:4- sÂa;» + 3Ca^ + ^Ox* 4 etc. 
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si Ton n'a ^point perdu de vue que toutes les équa-r 
tioQs par lesquelles on vient de passer , doivent se yè^ 
rifier sans qu*il soit besoin d'assigoer aucune valeur 
à ot^ on en -conclura nécessairement que leur premier 
^^mbre doit ^enfermer précisément les mêmes termes 
que le second ^jQu , ce qui est la, même chose • qu elles 
doivent être identiques. Or 9 pour que cela soit, il faut 
que les termes ' affectés de la même puissance de x 
soient multiplias >' dans Tun et l'autre membre ^^ par les 
mêmes coefFiçiens : on égalera donc les coèfficiéns du 
premier membre de. Téquation précédente:^ à ceux qui 
leur correspondent dans le second ; on, aur^ ainsi les 
équations * ' ' ' ' ' ' : 



n' \ I n 

j 



€-;) 



3C + 3^ = -^,\ ce qui IQ z=z 



»("-») 



^ ' donnera ^ ' ' 



4D + 3C = - C',I ' ' ' U , 

" I I 4 






etc. ' \ctc. 

On voit, par les dernières équation^, comment les coèffi- 
ciéns Ji, B, .pi'Dy etc., défivej^t 'successivement les 
uns des autres. SLrpn prend leur^ valeur^^-p ^ui n*a 
au^ne diflSpuItéji et qu'on les substUjie. dans la syite 
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on trouvera 



î2 



R n\ri / , n\7i /\n y 






l.a.3.4 



X*, + et!c. 



J'observerai qu'il n'jr a point d'induction dans ce qui 
précède; car toutes les équations qui' y conduisent 
aàtït symétriques j et la loi de leurs terines 'est teÙ^*; 
qu'on peut en .concevoir un anssî éloigné qu'on voudria 
du premier. Il faut remarquer aussi que le dévelbp*- 

pem^it de (i ■+• x)* donne celui de (^1 + x )" , ^pn 
faisant n = 1 ^ et qu'ainsi là formule du binôme se 
trouve démontre , lorsque l'exposant cet' un nombre 
entier.'' • ' • ■ ■•; ''*• .. 

On pourrait encore révoquer en doute ta lêgitiniîté 
de la formule pour le cas de l'exposant n|^gatif ; mais 
pour la prouver, il suffira de montréfque J'équation {F), 
de laquelle se tire cette formule^ a encore lieu lorsqu'on 
y change m en — m ; or , c'est à quoi l'on parvient en 
observant que . .. • c\ , 

_^ _^- 1. I'- v^ — u'^ r '' 

par il en résulte 
W 



jjVi^m, > 






pt çonjme , .p^r cç qpi précède , la quantité ■^^— li de- 



Tient — 2=r lûvaque V7=if, on aura pour le môme cas. 



u'^-— v-~ — I ^ mu™"* —mu" 



\- nvrr nu""-' .; 

Le second membre de Tégnation (^) né changeant 
d'ailleurs point de /fbraae , e^e deviendra 

TTltt""**^ - - - 

-.zr =^+^Bx + 5Cjç?+ 4Z)r'+5Eac4+ etc.. 



éq^tion qui ued^fFère de (jT) guejj;^ le a^gne 4^jn^ 
etyfi^ dpit, par çoi^équent^ CQfi4^ire vvi^ mêmes. iiftr 
^^}^^U,qufi'Yqn déduy^t^f riç(j^i(^.(/^, çypty <^^- 
geant^yenj-^m* 

8i,. Pour appliquer njaîntenant la formule du bfaome 
à Téxtraçtion^des, racines ; le vais chercnei: la racine 5* 

^a^ki o'est-^-4ir^ déyelçpper (a+.^).5.Eof^aa4t 
ni=:^ dans la formule du n® i44 ^es Elémens, et,ç9.y 
^^gftA^ jp ^ a ,.?t a en 6, les. guanti^s 

m ^ 711—1 a rh-^fi a 

^\'l/i*' '^^T^x' ""W^x* ^*'5;-^ ■ . 



et en réduisant ^ 

■ , etc.- 



i* —jL* — ^i , ^4 * 



*' SV; .^.5a\ 1.5,(3^* 4.-5. û' 

E|i faisant les produits successifs des nombres de cette 
dernière ligne > comme l'indique la formule citée , et 
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multipliant fè résùftàt' [^âf a?, 6n trotiyerà 



^ 1.4.9.14 g. ^^^ ir 

a. 5.4. 54 Sf^^'^^''/) 



Pour employer cette formule à l'extraction appro- 
rBéeâerh racine cinquièAïe d'un uômËfe^jdbniiéVoii 
partagera ce nombre ea-deux portions, de manière que 
la plus" grande sbit wàé ôînquième puissance exaete, et 
on la prendfera pour e; te reste sera &. 

Soit,. pour exemple^ le nombre a6o : on le décom- 
posera en s43 + 17» parce que a43 est la cinquième 
puissance dé S, et on fera 

a = îi43> i i^ ï7 ; 
« 
il en résflltera 

JËn substituant cef nonlibres dans la formule précédente, 
la racine cherchée sera exprimée par une suitç de frac- 
tions de plus, en plus petites. Pour Tév^luer , il faudra 
réduire ces Êfactiôus au même dénominateur; mais on 
évitera cet «fnl^àrrâs en les conyertissant en décimales. 
ibans cet êxeiÂple » b étant moindre que la dixième 
partie de a, Papproxîmatîon sera très rapide. ^ 

y 6ici les difFérëns t^efmea de M «iile / fbrfaés^ ehfetoun 
par le moyen de celui qui le précède y d'après ce qui a 
m'dtt'flùdhiui. 



1^4 COMPLéMENT 

!•» terme. , . , +1*0000000 ry^ 

3%— ^Xa.g^^ — i5= .....i —0,0003916 

4%' ^X3.g^==: C=+OiOOOOlG4 

.B%— Cx-^F*-= — -D — c,ooqooo8 

a oa 

+1, 014008a — OjOOoSJgaS 
-^-o^oooSgaS 
4-i,oi36i59 
.• 3 

3,0408477. 

Les termes qiii suivent le cinquième sont trop petits 
pour eu tenir compte , lorsqu'on se borne, comme je l'ai 
fait, à 7 décimales. J*ai retranché là somme des terinefs 
négatifs de c^lle des termes positifs, et j'ai multiplié le 

reste par as on 3^ ce qui a donné 3>o4o8477 pour la ra- 
cine cinquième de . aÇo } mais quoique le résultat ait 
7 décimales) on fae peut compter que sur l'exactitude 
de la sixième. 

De quelque degré, que soit la racine qù*on veut ex- 
traire, on procédera comme, ci - dessus , et on obser- 
vera , en général , que toutes leç fois que l'on emploie 
là formule (a: '+ a)"* pour convertir une expression 
en suite infinie , 'et pour approcher de sa valeur , il 
faut que le premier terme , x , soit plus grand que 

le second, a, afin que - soit une fraction, et que, toas 

les termes devenant de plus en plus petits , la série, soit 
convergente. 
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, 8a.Les premiers tetrmeia du développement de (x-f-o)'" 
suffisent le phxs souvent pour, exprimer d'une manière 
très approchée les racines des nombres; et c'est de là 
qu'ont été tirées plusieurs formules que je vais faire 
connaître, c 

Soit proposé d'extraire la racine m""' de là qtiantité 
a"* + è, dans laquelle la valeur de a surpassé beaucoup 
belle de &. Pour cela , compafant d"»4-ft au développer 
ment de ( a + qr )«, et effaçant de part et d'autre le 
terme a", oit aura 

i}=mar ^q^ .-i^^_/a«-*7*-f- -^-^^ — --^ -V- Y+etc. , 

. , . x.a ^ . 1 .a.o ^ , 

résultat auquel on peut donner îa forme suivante i 

3=/ma-'+^7l)a»-^9+îîi^=l^Ç-±W^.+ etc.\ 
\ i.â ^ i.a.3 j A 

bt dont on tiré 

(y_ b 

On pourra négliger, vis-à-vis du terme ma^'^^ , ceux 
qtoi sont affectes dé là quantité ç, si cette quantité doit 
être une fraction assez petite ; on aura une première 
approximation que je désignerai par ^', etdont^l'ex- 

pression sera a = \ 

• En prenant un-terme de plus dans le dénominateur 
de l'expression générale de 9, et ne négligeant que les 
termes affectés de 9* et des puissances supérieures , on 
aura 

b b 



7iia«"'+2iÇîîi3i2am-»^ '^""" a | """'7' 



^6 COMfLéMElfT 

On mettra dans lé âéxromiiiateur da Second membre, 
à lia place de cf^ sa yalear tf^ obteime paf la première 
épproiiàiaâoii » et il en résnlteiâ me seeonde yakor 

h 

ph» exacte que la première ; on pourrait continuer de 
cette manière » mais' je me contenterai d'ajouter à ce 
qui précède , l'exemple donné par Lambert^ auteur de 
la méthode. - 

Soit nr = 3 et â* +'6= 4587^64^ y on trouye que te 
plus grand cube contenu dans ce nombre est 4^499^93» 
cube de 357; ^? * *°*^^ a^== 4^499 ^93, * = 374349 , 
et a = 357« II' yient ensuite 



et par cbnséi^ént ^ 

a + 9'' = 357,9764. 

Ce résultat est exact jusqu'à la quà^ëmê' deciniale ; 
on peut s'en as)^urer en faisant a = 358 > nombre très 
approchant, et duquel il résulte 

a^,= 45882712 , i = — 9070 , 



I 
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h 1 8,445oG5 -. ^ 

tfoù : : . 

û + 7* = 357,976409, ^ 

valeur gai s'acûordé avec la précédente dans les quatre 
premières décimales. 

Si , dans Texpression (f=z — =r-*X — '• ^ — '- > on 

' a ^ 3 . 

met pour </ sa valeur — -—tv il viendra 



4'où il suit 

formule à laquelle Haros est parvefnn sâàs connaître le 
travail de Lambert. 11 en résulte , lorsque m = a et 
Fn = 3 , *\ea expressions suivantes : . 1 ' 

83. Eh faisant 7ni=^j,^sto$ie9 gi^antités représentées 
par ji et par ^, à la page ga ) ellej/donneront, si a sur- 
passe b f des séries convergentes , aju moyen desqtltflWs 
on obtiendra {es valepr^. appjQOchées (}es.à?]^e^m 

Cùmpl. des Elém. d'Alg. is 
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Il viendra 



,=j{ 



'="'{r 



, i.fl.5.8.ii.i4 ^ î 

"'"S.e.s.ia.iS.iSa» ^ ^'J' 
i.fl.5 y 1. a. 5. 8. 11 fc^ 
■3.6.9 o3"*"3.6.9.ia.i5 a« 

1.3.5.3.11.14.17 6' V ^ ) 
'3.6.9.ia.i5.i8irrû'"'" 'r 



et en substituant des valeurs dans les formules du n^Si* 
on aura des valeurs approchées et réelles des racines de 
l'équation du troisième degré dans le cas irréductible. 
Ces séries n'étant convergentes que dans le cas où l'on 
' a 6 <[ a , il faudra en trouver qui procèdent suivant les 

! puissances de j- pour le cas de 6 ;> a^ ce qui se fera en 

écrivant^ comme il suit'> les binômes proposés : 

^b\/^+.aT, (—é^/IIT + û)"». 
Or, 

puisque = — j/— 1 ; de même 

=(.+fv'-r)><-iv/=r; 

.donc 
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Les déyeloppemens des facteurs 

se déduiront de ceux de . ^ 

en changeant - en r ; il ne restera plnâ qu'à multiplier 
les séries résultantes par les facteurs . 

(iv/^)"^^»/^^)" et (-iy=7)"=(-.6)"(v/z:T)'«. 

Pour obtenir ( /— T)", lorsque m = ? , il faut cher- 
cher la valeur de ( \/—iyf, et l'élever ensuite à la puis- 

_ 1 

sancep. Soit>' = {v/— i)?,ou, ce qui revient au même, 

1 . * 

y = (—ifi;en élevant les deux membres à la puis- 
sance àg , on aura 

y'^—'^-i. ou yr^-i — o/ ■ 

Telle est l'équation d'où dépend eu général (y/^)» • 
mais lorsque q est impair,_nne des valeurs de cette 
expression est égale à +|/_i , ou à — /^ selon 
que q est de la^forme 4/+i on 4i + 3 (4i)/pàrbe 
qu'en faisant, dans le premier cas, j^=-f. y/^ et dans 
l'autre y = — V'—i , on trouve y =: |/;Z7. 

En prenant m = i, on aura ( 1/117)5=- ^ »/IJ7 
puis il viendra ' 

13 è 3.6.9 A^"^3.6.9.iia,i5 35-etc.|; 



la. 



fia' 
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et l'on formera atecces valeurs \in second système, de 
formules qui donnera les racines de l'équation du troi-* 
sième degré « lorsque b'^a. 

84- On a en général 

r"""~T:7~û*+ 17^:4 sî~^^''-r 

On peut obtenir pour la même expression d'autres dé- 
yelop.pemens eh séries dont la marcha soit plus rapide 
que celle de la précédente , et cela par un moyen fort 
simple. En ajoutant l'équation 

bsr 

, mb , m(m — 1)6* , m(m^i)im—2) b^ . ^^ 

1-1- f« — i i -- -f. ^ "i ■. . i' ^ ' . ■ < -5+ etc. » 

^ i a^ i.a «x**- 1.Î2.5 a^ * 

avec l'équation . 

mb , Tn(m—\)b* 7»(m~i)(TO-^a)63 , ^ 
1 ♦^**- T- -** *^ > ■ ' M I ■ — — > \y ' -^ -f- etc. , 

iji viendra 

/ m(m--i) 6* . m(m— 0(m— a)(nt--3) &* . \ 

et si l'on retranche la seconde de la première , on 
aura ' ' 



('+=)= 



s 
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rim de ces résultats ne rônflîrine que les termes qui oc- 
cupent Un rang impair dans le 4é?elopt>«iiftent du bi- 
nôme 9 et l'autre ceux qui occupent ti^ rang pair* 
Si maintenant on ajoute rexpres3ioii de . 

trouvée ci-flesaus, avec celle àà^ 
déduite des séries du n* 41 1 et qui sera 

"V TT^â^-^ i.g.3.4 — 55'^**> 

il eof risuHera 

(.4'^=^)"-K-:^-)+KH-l)" 

^j/- m(»-.)C,-»)(m-3)t; %^ 

\ l.a.0.4 f** -/- 

la série du second membre ne contiendra plus qtte lef 
termes du développement du biaome, pria de^atre 
«n quatre f à partir dn {Hremier* ' 

Retranchant ensuite Vexpressio» de 

de celle de .< . 

(,+>=î)-+(,-i,.=rf: 



\ 

• 
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on trouvera 

<m(m-i)i* , 7n(m-i)(m-2)(m-3)(m-4)(m-5) i* . ^ \ 
"772-?+ i.fl.5.4.5.6 — —?+«*<'•;•» 

le second membre ne contient encore les termes du dé-- 
yeloppement du binôme que de quatre en quatre , mais 
à partir du troisième. 

On tire de la première de ces équations 

0+l«^)"+('-y-)"=-('^)"-('-D" 

et de la seconde I 

(•+='^='i"+(-â«^=^)=('+D"+(-i)" 

< mim-i) &* , ro(TO-i)(fn-a)(/n-3)(nt-4)(n i-5) i« . . \ 
"Tï" ?■*■ i.fl.3.4.5.6 ^ + **''7* 

LorsQ^é) rexposa9t m sera fractionnaire, les séries ci« 

dessus ne se termineront point; mais si la fraction - 

est fort petite , il suf&ra de joindre à la quantité .... 

r i + - j +11—-), un ou deux termes de la série 

qui vient après : on pourra douyent se contenter de l'une 
ou de l'autre des valeurs 

(.+|v:^)%(.-^/=T) = 



l 
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Quand 771 :=^ ^ > on voit ^ par le signe des termes qvCqn 
néglige , <jue la première est plus grande que la vraie 
valeur , et que la seconde est moindre ; on reconnaîtra 
donc , par la différence des résultats obtenus^ le degré 
d'approximation qu'on aura atteint. ; 

Les formules précédentes s'appliqueront à i'expressioA\ 

(a+6v/^)'"+(a--6V/^)^ .: 

en les multipliant par a"*. 

Si Ton prend la diiférence des développemens de 

(,+|^=r)"^. (->-)■■:;■: 

qu'on la divise par V^— 1 , et qu'on y ajoute ou qu'on 
en retranche le développement de 



(■+S-(-D"- 



rijt - 



on aura les deux équations ci-aprèç , dont les seconds 
membres 'renferment le^ termes dii développi^meh^di;! 
binôme , pris de quatre en quatre , ^ partir du '(seelaiJd et" 
du quatrième : 

/m b m(m~i)(m-fl)(yhr-g)(m— 4) *! . ^jc ^ 
Al a~ i.a.3,4.5 V . .(^T /' ; 
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■:: .: \ ■:,.+(.-5)-|-, 

' SS») il e^t.faoile de. déduire du développepient de la 
puissance m du binoma » celui de la çiême pubsance du 
pofys^mff filfJ^\çoxiq}^e a + è: + c + d + 0+^ etc. Pour 
y parvenir d'une manière commode , je représenterai 
le développériieiit flé (ar+ i)« )^âr ' : 

Si maintenant oa supp^ose que f^ pe chance en b'-\-Cy 
le binôme b+i devîcndija le frmpme a^hà-f* c , et il 
faudra écrire , dans le développement précédent , 

au lieu de h, 6\ i?j; etc. pn tïo^yera ,^par ces substi- 
tutions^ l . ^ ^ ; [ i 

f »é«Mkit^ii é^k"Êicaé dexioWnu^r âu^ai bin.qii^'kn vou- 
\/ âra. Sbit dône Na'^-'^b'^' U term^ généra de (i-f^)*^ 
^ f' à ^ ;changera en Nà^"'^' (b + c)*' y et si Ton fait 

4^+^i«'-'c-f ^'i'"'rV4'Ci'*HcS . . . +iV'&»'-* V4- etc. , 
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H détiendra 



(+ etc, . 

En considérant avec attention ce développement y on re- 
marquera bientôt que ^ dans cfaauirn ^es termes qui le 
composent > la somme des exposans des lettres a, b,c, 
est constamment égale à m, mais qu'ils ont d'ailleurs , 
chacun en particulier, toutes les valeurs qui peuvent sa- 
tisfaire à cette condition > et que le term^ général, c'est- 
à-dire celui qui ne renjEerme qçe des exposans indéter- 
minés , a pour expression 

Je suppose encore que c se change en c -f- </ , et 
qu'on ait (c + rf)"»"= ' 

es substituant ce développement au lieu de c^" dans le 
résultat précédent , on trouvera que le terme général de 
(a -f- 6 + c + dy» sera 

Il est facile d% continuer ce procédé ; et l'un voit déià 
que ^^p>^-m'/*gm«* étant le terme génétal du bïnome 
{d + e)™", celui de (a +b + c + d + e)'* sera 

Il ne reste plus, pour ayoir chacun de ces termes géné- 
raux, qu*à substituer, au Heu des coelficiens N, D!', N', 
N" etc., leurs valeurs. 
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Puisque N est le coefficient du terme û"»-»'6"', dan» 
le développement de (a +4)", on a 

^^ mÇm-i) (m-m' + i) 

1.2 m ^ ' T j 

Si Ton écrit au numérateur et au • dénominateur tous 
les facteurs compris entre i et m — m' inclusivement, 
la valeur de cette expression ne changera pas , et l'on 
aura alors 

J^r= ''^ ^ 

1 . 2 . f . . . m' X 1 . a . . . . (//* — m'y 

On déduira iV' de N en changeant m en m\ et m' en 
m"; il viendra donc 



jy/_ ^-^ ^ 

^ i.a m'';><i.2.. ..(m'-ï-m") 

on aura de même 



1.2 ^ m 

'i.2....m"'X i.2....(fn'' — m")* 
1.2 m"' • 



TV** 

1.2.. .•.m Xl .2. . ..(Tîl — 1» ) 

En faisant le produit iViV'iV^iV"',avec l'attention d'efiFa- 
eer les groupes de facteurs communs à la fois au nnmé^ 
rateur et au dénominateur , on trouvera 

i.2>5. . . ., m 

ï.2o(/n-7»0Xi.2..(m'-mhx i.2..(m''-m'^)X i.2..(7H''--ro'''')i*3..m''^' 

m .— m = p, 

?ll» — 171 = ç, 

Soit fait, pour abréger, ^ m" — m" zs: r y 

m — .VI : czz s y 

m = f j . 
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en ajoutant ces^ équations ^ il viendra 

et Ton aura 

1.2... p X1.2...9 Xi.Sc^.r xi.2...^Xi.aM.* 
pour le terme général de (a+i + c + rf-f- e)"* : de là 
il est facile de déduire, celui de la puissance m d'un po^ 
lynopie quelconque. 

Avec le terme général , on formera le développement 
cherché , en observant qu'il doit contenir toutes les puis- 
sances y depuis o jusqu'à m inclusivement , de chacune 
des lettres a,by c, d,e, etc., et que la somme des ex- 
posans dans quelque terme que ce soit, doit toujours 
être égale à m. Quant au coefficient numérique , la for- 
mule précédente fait voir comment on le déduit des 
exposans du terme qu'ilàffecte. 

Pour donner un exemple , je prendrai 

(a + b + c + d)K 

En ordonnant le développement de cette puissance par 
rapport à une même lettre , je suppose que ce soit a , 
on n'aura plus qu'à chercher tous les termes qui doivent 
contenir chaque puissance de a; la manière dont je vais 
former ceux qui sont affectés de a\ fera voir comment 
îl faudrait s'y prendre pour toute autre puissance. 
J*écrirai 

a*b^, aV, a'cP. 

a'b^dy a*cd\ ' 

a^bc* , 

a^bcd, ' 

d'bd^, 

Je ne m'arrêterai pas à former les coefficipna , parce 
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qu'il n'y a aucune dii&colté k cet égard , en ee rappe^ 
lant que toute lettre qui ne pprte pas d'exposant est cen- 
sée en avoir un égal à l'unité. 

Si m n'était pas un nombre entier positif^ la condition 
exprimée par l'équation p+?+i*+.s-hi+...===m pourrait 
paraître diiBoile à remplir; mais on évitera cet incôbvé- 
nient^ eit domi^ntau polynôme (a+i+^+^J+^+ctô.)*, 
U forme d'un binôme (a + b^)^, dans le développement 
duquel on substituera , d'à lieu des puissances de b\ qui 
seront nécessairement positives et entières , celles du 
polynôme 6-f^c4*<2 + ^ + c^^- On trouvera ée cette 
manière le term« général exprimé pat 



mfm — i). 


..(„t_n+0 


-n X 


• 


1.2.3. 
1.2.5.. 


n 

n 


1.2. 

m(m — 


..qXl. 




2...rXi.2..-5X i 
.(m — 7i+i) 





i.2...9Xi.2...rXi.3. ..JXi.a..,f 

sous la condition <7 + '" + * + *='*• ^^ " étant suc- 
cessivement égal à 1 , 2 ^ 3 > etc. 

8ff. On peut faire usage des formules précédente» 
pour développer l'expression 

(a + tx + cjc* 4.d:*« + «ri +.:...)•» ? 

il suffit pour cela de changer respectivement ^ , c , rf, 
e , etc. , en bx, ex*, dx^^ ex^, etc. , dans le développe- 
ment de 

(a + b+c + d + e )". 

En se bornant aux lettres écrites ci-dçsFsU^ ^ le produit 

aPbfc'd'e' devient aPbic'd'e'x'i'^''^^^^* ', 

quant au coefficient qui le précède , il demeure le même 
q*'a«f>aravartr. ^ 
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^ Si l'on voulait former immédiatement tous les termes 

affeotle de la même puissance x'^, il est visible qu*il 

faudrait choisir les valeurs de q^ r, s, t, de manière 

qu'elles satisfissent à l'équation 

Les procédés qui font trouver par ordre ces diverses 
valeurs, sont l'objet de Y Analyse combinatoire des géo- 
mètres allemands , sur laquelle on peut consulter les 
E^merud' Arithmétique universelie , par M. Kramp. 

87. Des considérations analogues à celles du n® 80 , 
.font obtenir bien 6im,plement les relations des termes 
consécutifs du même développement. Si l'on pose 

^a+bx+cx^+djs^+'.')'^=A+Bx+Cx^+Djcr^+etc., 

Ay B , C^ P, etc. , étant des coel&cieAs indéterminés, 
ce qui donne aussi 

(a+6y-f c/+d/+...)'»= A+By+ Cy''+Df+ etc. , 

et qii« y pour abréger, o^ fasàe 

o + by ^ cy"" + dy +.. . . =v , 

on trouver» 

uj^^i^ _ ^(gf'-y) 4- €(^ai^--^y*)+ Djoç^-^y^ + etc. 
u — V "" b(x —y) 4- c {oc^^y*) 4- dUpc^—y^) + etc. ' 

Les deux termes de la fraction du second membre de 
cette équation sont divisibles par x-^yi en effectuant 
la division , on trouvera 

B^Cix+y)^D{j^ + xy+y^) + etc. 
b + c ix-^y) + d(a:*+ xy+j^*) + etc. * 

Si Ton lm\ xs:,y, lonaora c» même temp«» u cr v ; le 
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développement se réduira , dans cette iOffo^ 

thèse ,~i^ mii"*""*, quelle que soit m i ainsi qu'on le con- 
clurait facilement du n** 80 , ist l'équation précédente 
deviendra 

r l U l «1^31* *\m-i ^+2CjC?4-3l>X»+etC. 

m(q +i3P+ca?*+ (ix^+ etc.)"" * = -7-^ ? ' ^ ^ ; 

mais ' 

j^ + ^ar+Cor' + Dx^+efc. 
a + 6x + ex* + dr^ + etc. ' 

'par hypothèse : on aura donc 
m{ji+Bx+ Cx'+Px^+etc.) _ B+ zCx+3Dx^+ etc. 
a'{'bx'^cjf+d3[^'\^etc. b -f- 2cx + 3^^* + etc. * 

et chassant les dénominateurs , 

m{A+Bx+Cx'+Dx^+Ex^+eicO{b+2cx+Zdx'+4ea?+etc.) 
5=(5+flCx+3Dx*+4£:x3+etc)(a4^x4<:x»4-cix'4«x<+etc.)^ 
faisant les multiplications indiquées , il viendra 



mbA+ mbB 
-{-^mcA 



x+ m&Cx'+ m>6Z> 






x^-4* m6^x4+etc 



-f-2 7ncC 
+3mdi5 



Ca5+2aC 
+ bB 



x+ZaD 

+ 2bC 

+ cB 



+3mdC 



+ZbD +4iiB 
+2cC +3<^^ 
+ dB +ûdC 

£i^ comparant les coefficiens des mêmes puissances de x, 



x^+etc. 
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t)b ttoùyera 
aBr=:7nbj4 , 

3aD==il7Ti—Q)bC+(Qm—i)cB+5mdA , 
4aiS=s:(m--3)iD4.(2m--2)cC-4-Ç3m--. i )ei54-4nie>^, 
5aF==(m— 4)6jE;-i-(â7n--3)cZ^4-(3m— 2yC+(4m— 1)6^^ 
etc. . 

La loi de ces yaleurs est facile à saisir : tous les coef- 
ficiens B, C, Z>, etc., seront déterminés lorsque A sera 
connu } mais on voit qu'il exprime la valeur du dévelop- 
pement quand a: == o, ce qui réduit à a" la fonction pro- 
posée (a+^^"f"C^*+<^'^+« ••)"*• on a donc A = a^, 

En calculant d'après cette valeur, celle des lettres B » 
C, D, etc., on trouvera facilement que la puissance m du 
polynôme a+6ar-f-caî*+dx^+etc., a pour expression 

'^ i.a I 1.2.3 



1 



+ 



m 

—a" 

1 



4-- 
4- 



7n(m-i) 



•ic^ 



1 



7n(m-i)(m--2)(m-3) ^^,,y^, ^^ , m(7n>i)(m>2)(m-3) (771-4) ^^^53. 

' ^7.3.4 '"^^ 1.2.3.4.5 



h 
h 

I- 



y n(m-i)(m-2) ^^^^, 
1.2.1 
7w(m-i) 



7n(77l-l) 



'-^W> 



i.a 



771 



+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



m(»n-t)(m-a)(m-5)^ „_,^,^ 
i.a.3.1 

i.2.1 

77 l(77l>2)(77l>2) ^^_3^^ ^-f*etC. 
1.1.2 

771(771-1) 



1 . 1 



'bel 



1 • 1 



—a" 
1 
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Moivre , qui donna le premier la formule précéde&tei 
fit aussi remarquer la loi suivant laquelle on peut former 
chacun des termes qu'elle contient ; mais comme je 
n'aurai pas occasion de remployer fréquemment , je ne 
.m'arrêterai pas d'avantage sur ce sujet J'observerai 
seulement qu'il n'existe point de fonctions algébriques 
qu'on ne puisse développer par ce qui précède ; car les 
plus générales ne sauraient être que des combinaisons 
de monômes ou de polynômes élevés à des puissances 
positives ou négatives, entières ou fractionnaires. 

De la sommation des séries dont le terme général est 
une fonction rationnelle et entière du nombre de 
leurs termes, 

88. J'ai donné dans le n* âs^-des Élément la somme 
des termes d'une progression par différence , 

a, b, c, k, l, 

dont la différence est ^, et le nombre des termes n; 
je suppose maintenant qu'on élève chacun des termes 
de cette série à une même puissance , et je vais consi- 
dérer la série 

a", *■, c», k^, l^. ' 

On forme d'abord le développement de ces quanti- 
tés en élevant à lâ puissance m chaque membre des 
équations 

b = a + f^, c =:b + f,...J = k + i^\ 
^n a 
A- rr a~+ ^ a^-J^ + m(m — i) ^^^^^^ ^ ^^^^ 



71 — 



J«+ T: Am-,j. ^ m(m-0 j^^,. ^ ^j^^^ 
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j- = c» + Î5 c-'J^ 4- "^""^'^ c—^' + eta, 

i« = fc» + - ft"-'J^.+ ""^"^"'^ ii""**+ etc., 
1 l.fl • ' 

En ajoutant respectivement entre eux les'preiniers et les 
seconds membres de ces équations , effaçant les termes 
communs aux deux sommes , et transposant a"* dans la 
première ; il viendra 

1*2 / 

+ etc. 
posant alors . .^ 

a + i 4- c + fe + / = S,, 

a*j^pf+ c» H-'A* + ^*?= »!?•, 

a«+ i«+ c» ...+ &"•+ /«= Sm, 

on aura 

a -|- i -f- c ..,...;. . ••^^ k = «Sj — /, 
û«+ 6«4- c* + A*= 5.— /», 

a"4. &»+ c". ...>*.>. -4- ^""^ 4?»— /"»,;. 
et d'après cette notation , l'équation (i) se changera en 

+ "'(^-y"^: ig)^(5^^/-») + etc. . . . (a): 

1 • fi • o 

Ce résultat, exprimant une relation entre les diverses 
Comp. des Elém. d^Alg. i3 
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sommes Sg, «9* ^ i « . . • S^k^i,^ fera conaaitre la dernière 
lofsqùe les autres seront doânées. 
. . . Supposons d'ahord. m = i ^ il viendra 

or 5,, = a« + 6» + c» 4-A»-f.Z* = n: 

cm mil» dtmc 

l^ az±z (fi — ï)J^,. 
on bien 

Z = a4-. i« — O^. 
ainli qu*on l'a obtenu n^ saS des Elèmens. 
JfiUâSïï ènsiliie nk == â ; on aura 

' l—a r. L ' 

et en mettant — j— pour 5o — /^, on trouver^ 

d'où t ^-^ '- 

^* = — ^ :"—.—: ^ 

et comme / — a + J^ = n^, on obtiendra 

... - ,C>,^^_ ^^ - M -. 

de même que dans le a^ aag. des Elémens. .... 
Là kuppotitiOn de Urt sa 3 donnera < 

^sTâMitîiant datte t5etle éqiïatiôn, pour Sj-^* «t *!--• Z, 
les valeurs trouvées ci-dessus » elle deviendra 
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€t donnera , 

Il est facile 9 en Continuant ainsi , de parvenir aux 
valenra de ^s, S^, etc. 

89. Thomas Simpson a donné aussi un moyen très 
simple pour obtenir immédiatement la somme des puis- 
sances semblables des termes de la progression par dif- 
férence^ et qiii revient à peu près à ce qui suit. 

Làsollîme des premières puissances étant >?!=■■■ -, 

devient -ji* -| », lorsqu'on met pour l sa va- 
leur a 4- (t^ -— 1)^'> l'analogie porte à coadure 4t là 
que la somme des puissances du degré m peut être ex- 
primée par 

les lettres A^B, C,. . . .M, désignant des quantités in- 
dépendantes de n; od aura dpnc^ dans tette by^ôlb&SJB» 

^rt*^i ^ ^7i«+ Cn»— 4-ilf/> = 

«^+(a+#r+(û+3^)* +t^-K»— i)^3** 

Mais si Ton augmente la progression proposée du terpie 
U'j' ni" consécutif à a -f- (/i -^ 1) J* , le nombrjç des 
termes deviendra alors n + i ; et substituant ce dernier 
au lieu de n , dans le premier membre de Téquatioa ci^ 
dessus , on trouvera 
^(«+ 1 )'«+>+5(ii+ 1 )'"4.qn+i )»«->.. .^M^ji^ry:^ 

retranchant de cette dernière Iquadon celle qui pré- 

i3- 
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cède y il viendra 

+ilf=c(a + n*)«. 

En développant les deux membres de ce résultat, et en 
les ordonnant par rapport à n , il prendra la forme 

!;±i^».+Ç:!H:l>!?^«.--.4.("'+0"'(^-.0^„.»-.+etc. 

1 i.a i.a.3 ' 

"^ n «■ 1 ■ 771(771—1) -*-„«, 

+ — 5/i"»-"4- — ^ ^^»'"'^*+etc. 

'1 1.2 

+ î2±iCî*"— +etc. 

+ etc. 

— ^»n"+ - a^""*»»""-* + ^Lahml a'i^"»— /i"»-«+ etc. 
'1 1.2 

Égalant entre eux les coefiicîens des termes semblable! 
de chaque membre , on aura 

(771 +1)711 ^ m ^ ^ Efl/m-i 
1.2 1 1 

(m+i)77i(m— 1) ^ yn(7n— 1) ^ . m—i ^_ m{m^ \)^^^^^^ 
1.2.3 "^1.2 "** I 1.2 ' 

(77i+i)7n(7n>-iXwt- a)^^ . yyt(^-0(yyt-a)j (m-iX/n-fl)^ I ^f^^ jy 
1.2.3.4 "*" 1.2.3 1.2 T" 

_ m(77l— 0(771 — 2) ,j,^, 
1.2.3 ' 

etc. ; 

d|où Ton tirera 



Az 



m + i* 



2? = a/«--îîi±i^, 
2 
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fl a fl.3 

m(m^) 3j^^ m-i m(m-i) (m4-i)m(m~ i) , 

^-"Xs"''^ — T"^ — jrr^ ^374-—^' 

etc. 

Si dans ces formules on fait successivement m = 1 ^ 
771= 2, 771=3, etc., que Ton substitue dans Texpression 
u^7i"*"*'*+J5n"*+etc., les valeurs qu'elles donneront pour 
les coeiEciens ji,B^ C, etc. , et que Ton désigne comme 
ci-dessus ^ par Si la somme des premières puissances , 
Sa celles des secondes , Ss celles des troisièmes , etc. , 
on trouvera 

5,=-7»*+-^— 71, 

«y*=g»'-f — 5^ — /»+ g », 

'5»=4»*+— T-^+ ^4 «•+ T *•• 

90. Je ne pousserai pas plus loin ces valeurs , mais 
j*en ferai l'ap^plication à la progression formée par U 
suite naturelle des nombres 

Ji a, 3, n. 

Dans cette progression, 

û = 1, J^ = i , Izat hy 

•t par conséquent , 

7» 
5. =i 7» = -, 

r «. »* + » _ » (»+i) 
a a ' 
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= , g = - 



6 1.3.3 



**- 4 - 4 • 

gi» Au moyen de ces formules;, on geut trouver la 
somme de toutes les progressions dont le terme général 
est exprimé par des puissances entières et positives 
de n. 

ka effet y. si le terme général d'une série était anF^ la 
quantité a ne changeant point , il est évident que I4 
somme de cette série^ dont chaque terme se tire de l'ex- 
pression an^'y en faisant successivement 71-=: 1^ n=a, etc.^ 
serait 

iPa 4- a'^a -^Z^a + ^^a + n^a 

Il suit de là que la somme de la série dont le terme 
général est anP + bn^y a pour expression aSp + hS^'^ 
car chacun des termes de cette série est la somme des 
termes qui %e eorrespondent dans les séries dérivées de 
miP «t de brfi. 

Enfin , le terme général étant anP + bn^ — cn% la 
somme sera aSp'+- i5^— cSr., puisque chaque terme de 
cette dernière suite est égal à la différenbe entre les 
deux termes qui se correspondent dans la série dérivée 
de anP+ bn/f , et dans celle que donne cn^\ et il est 
évident qu'on doit obtenir le même résultat en faisant 
la soustraction terme à terme , ou en prenant la diffé» 
rence des deux sommes respectives. 

9a« Soient pour exemple les suites 
1 > ^> ^> 4> \».* • "ri 
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1, 3, b, 10,... j-^ — ;, 

etc., 

qui contiennent les coefficiens des termes du drivelopr 
pement des puissances négatives du binoQie, et dont 
les termes généraux sont les coefficiens relatiip^ à I4 
puissance — n. 

La première est la progression par difFéreoce , dont 
U terflie général ^n, et f»t p^r conséqu^i^t égdilQ A 

n' -+• 'i n (7» -f- 1 ) 
a a 

La •ecoi)de> dont h Unaf général est 

n (n 4- n*+n 
i.a a ' 

peut être considérée comme la moitié de la somme des 
suites ^ 

1 + a + 3 + 4 4. 71. 

La somme de 1 une étant S^^as .> . ■■ "a" ! ""■ > et cêil« «• 

1 autre Si^sz ■■ : ■■... , on aura 
a 

5^+ *S. _ ^3 + 3n» + 2n _ nin + i) (n + a) :^ 

a ~ S ■"" i.a.3 

' *^ 

La troisième suite proposée^ ayaut pour terme génénd 
^ '^ ^ ^g 7 ^ = - ^ g ^ — , peut sç décoçQpo- 
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aer en trois autres , dont les termes généraux seront 

respectivement -^, -^ , -g-; et il est aise de voir que 

c 

les sommes de ces suites auront pour expressions -^ , 

b 

-^9 -7^^ et| que par conséquent celle de la suite 

proposée sera 

Ss+SS^+aSi _ n^+6n^+j\ ii*+6yi _ n(7i4-0(yi+fl)(n+5) 
6 """34 i.a.3.4 

Les suites que je viens de sommer font partie de celles 
qui sont comprises sous la dénomination de nombres 
JiguréSf à cause de leur rapport avec certaines figures 
de géométrie. On voit que la somme de chacune est la 
même chose que le terme général de la suivante ; en 
sorte que la seconde est formée des sommes partielles 
de la première, la troisième Test de celles de la.seconde ^ 
et ainsi des autres (*). 



{^) La première suite de cet. article est celle des nombres natu- 
rels, la denzième, celle des nombres triangulaires^ la troisième, 
celle des nombres pyramidaux, 

La somme de deux termes consécutifs de la série des nombres 

I . . , in — i)n . ,7i(/i-f"0 
triangulaires est toujours un quarre:; car ^ — — ^ h -^ — =— =1 



=11 *• 

Le terme géséral de cette série exprime aussi la somme de la suite 
i^atiirelle des nombres , depuis i jusqu'à n (91) j et étant éleré au 
quarréy il donne la somme Si de leurs cubes. 

En prenant, au lieu de la suite naturelle des nombres, d'abord 
la progression par différence , 

I, 3^ 5, 7,.... 

ceunençant encore par Tunité^mais dont la raison est 3, les 
sommes partielles formeront la suite 

Xy 4, 9». i6f * • * • ^^ nombres, ifuarrés ou quadrangulaires; 
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Des Séries récurrentes, 

gS. On a vu {Élémens , a35 ) la progresaion par 
quotient^ 

a + aç + «9* + û(|f3 ^ e^c^ ^ 

naître du développement de la fraction ; ceci con- 
duit naturellement à examiner les séries qui peuvent 
résulter du développement d*une fraction quelconque. 

Supposons d'abord qu'on ait la fraction -7-7—1*7^ > PO"r 

prenant ensuite la progression 

I, 4, 7, 10,.... 
4ont la raison est 3 , les sommes partielles formeront la suite ^ 

I, 5, 12, aa,.... des nombres pentagonaux ; 

et en continuant ainsi, on obtiendra les nombres polygones ^ qui 
sont, comme on le voit, les sommes d^une progression par difiPé- 
rence, ayant pour premier terme l'anite, et pour raison le nombre 
des côtés du polygone diminué de deux unités.. 

Si Pou désigne ce nombre par c, et qu'ion fasse 

fls=l, /r=c— .a, /=:i-f-(rt — r)(c — a) 
d&n9 la valeur de Sg du n« 88 y on trouvera 

Si = [a 4- (« - 1) (c - a)] ? = I, 4- ^iil^j) (c - a) 

pour le terme général des nombres polygones. ' 

Quant à leur interprétation géométrique, on peut consulter la 
note de l'article 432 du premier volume de V Algèbre d'Euler, 
ou l'article Figvré, dans le Dictionnaire de Mathém. de l'En^ 
eyclopédie méthodique (tome II, page ao). 
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la développer^ on peut se servir de la formule du binôme, 
puisque , ,, = a(a^ -^ è'x)*"*, ou bien encore 
supposer que 
a 



a' + b'x 



= ji+Bx+ CjH^ J^ Dx^ + Ex^ +. etc. , 



les lettres A, By C, etc, désignant des coefficiens indé* 
termiiiéa. £» multipliant les deux membres par a'+b'^x, 
et passant tous le$ t?rme9 dan3 un squI^ on aura 



— a + b'A 



X 4^ a'C^x'* + uD\:x? + etc.i _ 
-4. VBV + b'c\ + etc./ ""^' 



cette équation devant avoir lieu , quelque valeur qu'on 
donne à x, il faudra égaler séparément à zéro les coef- 
ficiens de chaque puissance de x^ cç qui donnera 

a A — a = o, 1 (A = -7, 

il ^ 

1.1 ^ 

a'C + h'B^ 0,} ^^"^ \C— — Kfi, 

Il ^ 

a'D + b'C= o\ Jd=z—^,C, 

etc. ^ letc. 

et on voit que chaque coefficient de x , de la suite 
A + Bx^ Cx* + ^-^^ + etc. , est foi*mé , dans le càisi 
actuel , de celui qui le précède, multiplié par la quantité 

h' 

->->7, ou que chaque terme e^t le produit de celui qui 
le précède par — --^. 
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Soit eucorç 
a + bx 



9o3 



en opérant anr cette fraction comme «nr la précédente; 

il viendra ' 



ô'^ + a'B 


X + a'C\a^ -f a'Z>| 


— a + b'ui 


+ b'B 


+ *'C 


— 6 


+ c'^ 


+ c'b\ 



+ etc.^ 

-f. etc. V ^= o , 

+ etcj 



et on aura p2(t conaéqnent 



d'où 




a'B+b^A—b =o, 

etc. 

Ici chaque coefficient, à partir dn troisième , est déter- 
miné par les deuxqui le précèdent, multipliés respectif 

yement par les quantités —-7, — — , et par conséquent 

chaque terme de la série se forme des deux précédens , 

c'x* Vx 
multipliés respectivement par r , — -y* 

EnGn soit, pour dernier exemple , 

on trouvera , dans fce cas , que le coefficient d'une puis- 
sance quelconque de x dépendra des ^rois qui le pré- 
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cèdent^ multipliés respectivement par les quantités — -;, 

-— -;9 — -7, et qu'un terme quelconque de la suite 

sera formé par les trois précédens > multipliés respect!* 

d!s? c'o^ Vx 
vement par — — 7- , — — ;- , — -7-. 
'^ a a . a 

Il est facile de conclure des' exemples ci - dessus , 

qu'une fraction rationnelle de la forme 

g + fejg + gJg** . . . « + pjg"*^' 

a' + A'x + cV + p'jç«-» + q'^' 

engendrera une suite dans laquelle le coeiEcient d*nn 
terme quelconque dépendra d'autant de coeiUciens pré** 
cédens qu'il y a d'unités dans le plus haut exposant du 
dénominateur. Il faut cependant observer que cette loi 
ne commence qu'après un nombre de termes égal à cet 
exposant. 

Les termes précédens peuvent présenter des lois très 
diverses; et l'on se tromperait igrossîèrement si l'on ap« 
pliquait à toute la série^ ces lois, particulières à ses pre** 
miers termes. Par exemple ^ si l'on développe la &action 

1 + 5 j? + 7Jg* + 1 5 j r^ 

on formera la série 

1 -f-flx +4-2^ + 8x3 — i5x* + ^ + 2a?® + 4j^'+fi^c., 

dont les quatre premiers termes annoncent une progres- 
sion par quotient ayant ^x pour raison. 

Cette remarque est importante , parce qu'elle fait 
bien voir comment la simple induction^ tirée de l'in-^ 
spectiond'un certain nombre de termes, diffère du rai-^ 
sonnement par lequel on conclut d'une suite d'équa- 
tions dont la forme régulière résulte de la marche d^ 
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calcul , la yaleur d'un terme général qu'on ne saurait 
atteindre. {Voyez l'observation du n** 80 , p. 171.) 

Les quantités — ^ , . . . ,_ ^ , _•—, — -- , par 

lesquelles il faut multiplier les coefiiciens des termes qui 
précèdent celui qu*on cherche^ portent conjointement 
le nom êi échelle de relation; et la relation constante qui 
existe toujours entre un même nombre de termes consé- 
cutifs dé ces séries, les a fait appeler séries récurrentes^ 
L'équation qui termine la page 8 et qui donne 

«>iiH.it =^ "" PSjn^n^i "~ T^Su^x — U^n , 

fait voir que la;somme des puissances (771 -f* jiy^mes ^^3 
racines d'une équation quelconque forme une série ré- 
currente dont l'échelle de relation , — P,... — T^ — U, 
ae compose des coefiiciens de cette équation {*), 

(*) U est h propos de remarquer que le rapport de deux termes 
consécutifs de cette sene, savoir, 

pouvant être mis sous la forme 



■+f-;+ë+?.- 



approche d'autant plus d'être égal à 4ft, que cette, quantité est plus 
grande par rapport à ^ , ^, ^, etc. , et que Texposant r est plus fort 
(Élém.f 126). 

Si donc «t était la plus grande racine de réquation proposée, et 
qne toutes les autres fussent réelles , on en trouverait des valeurs de 
plus en plus approchées, en formant la suite indiquée ci-dessas. 
Mais ce procédé , sujet d'ailleurs à quelques exceptions, étant moins 
commode que celui du n« ai5 des Élém, iPAlg,, je ne m'y arrê- 
terai pas. (Voyez le Traité de la Résolution des Équations nu- 
mériques, par Lagrange, note VI.} 

En opérant de même sur les sommes des puissances négatives , on 
trouverait la plus petite racine an lieu de la plus grande. 
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Ua« progréssioA par différenoe esf aiMtî une «uilâ 
récurrente ; car ôh écrivant, à la pliure de la lettre /(88)| 
la différence- de deux termes consécutifs y on aura 

c=J}'+'b — azmQb — a , J=:c+c**-i=2c — b , etc. ; 

ce quî fait voir que l'échelle de relation a deux tenues , 
ia et — 1. 

94. On peut se proposer pour ces sétieSf comme pour 
les progressions X les deux questions suivantes : i°« Dé- 
terminer r expression d'un terme quelconque! indépen^ 
damment de ceux qui le précèdent, ou le terme général) 
a°. Trouver la somme d'un nombre quelconque de termes 
de ces suites. La deuxième question edt la plus fÀCile k 
résoudre; aussi comiuencerai^^je parûelle^là. 

SùïtA + B + €^D ^H-^I^K+L 

une série réctirtenté dont chaque terme ne dépende qttè 
des tf ôi3 qui le précèdent ; cet exemple striRra pour mon- 
trer comment le procédé s'appliquerait à tout àuti-e. La 
nature de la série proposée fournira les équations sui- 
vantes : 

pA + qB + rC + .sD = o^ 
pB + .qC -i- rD + sE = o, 
pC + qD + tE -^ i/^ = o , 
pZ> + 9^ -h rF + ^G r== o , 

pH + ql + tK ^ sL a= 0, 
En prenant la somme de ces équations , il viendra 

4- r ( C+D....~hK)-i-siD +i) J - ° • 

et si l'on désîgn* par /* la somme de toaslç? tetmés de 
la séri* proposée » ou aura 
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d'où Toa t^rera•^ - • / — 

Ott Voit par coûséqii^iit que la somme demandée ne 
dépendra que des trois premiers termes et des trois 
derniers. 

95. La même méthode ^ due à Thomas Simpson , fait 
connaître aussi la fraction d*où la série proposée tire . 
6(m ôtigiiié. Il faut pour cela oônsidérèt cette série 
comme infinie , c'est-à-dire faire abstraction des der- 
niers termes. Dans cette hypothèse ^ le nombre des 
équations 

p^ + 9» -+• rC + jD =± G , 
pB + qC + rD + sE = o, 
pC + qD ^ rE + sf" = o, 
pD + qE + rF + sG zi=z o , 
... etc. 
devient illimité -, en les ajoutant ensemble , on à 

p(A+B'+'C+D4^1:c.)+q[B'^C'^D^ttM _ 
+f(C'+iD-f etfc.>+<r>4-^te.) ^ — Q» 

ce qui donnera 

Pf+ «7(/-^)+r(/-^-5)+*(/-^-5-C) =0 , 

si Ton représente par / là somme de 4?ous les termes de 
la série continuée à Tinfini , ou ^ ce qui revient au 
même , la fraction qui Ta produite par son développe- 
ment. De cette équation , oti tire 

q A + r(iA + B)+s{A + B + C) 
P + q-^-r+s 

Soit., par exeihple , la série 

1 + flx + 8x* + 2*8x3 + ioox^+ «te? > 
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dans laquelle chaque terme est formé des deux précé« 
dens, multipliés respectivement par ùx^ et par 3x , 
comme on peut s'en assurer en remarquant que 

8x^=iX3Jî*+axx3a;,28x3=:axxaj?«+8a;»x3j?,etc., 
on aura 



A=i, B = Qx, C = 8j:% D=z2Sx^, etc., 
C=2x^A+5xB, I r — ax*^— 3a:^+C=o, 

D = 2x^B^xC, [ ou j — ax^^— 3a?C-fZ>=o^ 
etc. J ' etc. 



ce qui donne 

p = — ax% ç = — 3x, r = i, ^=20, 
et 

J — — ao?» — 3^ + 1 ~ 2x* + 3x— ^ ' 

et si Ton développe en effet cette fraction , on retom-* ' 
bera sur la série proposée. 

96. On peut aussi tirer du n® g3, indépendamment 
de la considération de TinEni^ Texpression de la frac- 
tion génératrice d*une série récurrente. Dans ce nu- 
méro , l'équation 

^-£^±^=. A + Bx+Cx^ + etc., 

ayant conduit aux suivantes, 

c^A — c = G , 

a'B +b'A -^ b = o, 

si l'on substitue dans la fraction ..,/". — r-r * les 

a + bx + c X* 

valeurs de a et de 6 données par ces équatio];is , ob 

obtiendra 
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^j + [a'B + V A)x _ ^ + {B + -,a)x 

CL d 

V c' 

«t si Ton fait -7=9', -7 = p'i on aura 

Ici la fraction génératrice ne contient plus que les coef- 
ficiens des deux premiers termes de la série proposée ^ 
et les deux termes de Téchelle de relation des coeffi' 
ciens de cette série , pour lesquels on a . 

p[A + ç'5 + C =0, 

elc. 

Dans l'exemple du numéro précédent > 

^ = 1, . B = a, 

p'=: — a, 9' = — 3, 

et par conséquent , 

ji + {B + q'J)x _ 1— jg 

i + q'x + p'x* "^1— Sx — ar** 

comme ci-dessus. 

Si Ton fait ç'= — a , p'= 1 , on trouvera 

^ ji + {B — Qjf) x_ A + iB — tijf)x 
1 — ax+x* (i— x)* 

pour la fraction génératrice d'une progression par dif« 
férence quelconque (g3) considérée comme infinie , les 
coefiiciens ji et B se déterminant par les deux pre- 
miers termes de cette progression. 

On construirait de même des formules pour retrou- 
ver la fraction génératrice des séries récurrentes dont 
CompL des Elém. SAlg. 1 4 
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réchelle de relation contiendrait un plus grand nombre 

de termes. 

Ce qui précède suppose que la série proposée soit 
ordonnée suivant les puissances d'une même quantité 
x\ si Ton avait la série purement numérique 

1 4-a4-8 + 28 + loo + etc, 
il faudrait prendre à sa place la suivante, 

1 + 3x + 8a:' + 28x' + 1 Goo:^ + etc. , 

qui rentre dans la série proposée , lorsqu'on fait x = i . 
En rapprochant ceci de Vexpression de tS^^^ (gS) ^ 
on trouvera facilement la fraction dont elle dérive. 

97. Je passe maintenant à la seconde question, qui 
a pour objet la recberche du terme général (g^)» Pour 
donner une idée de la manière dont elle peut se résou- 
dre, examinons quelques-unes des séries récur;:entes les 
plus simples. La première *est celle qui tïre son origine 

CL . * n • 

de la fraction -7-7-77—1 et qui revient a une progression 

Vx 
par quotient dont la raison serait -^— 7- j-cft le premier 

terme %} il^stfacije^ voir,tf après cela {Elém., aSi), 

£L 

que le terme général, celui dont 1q raag'^ marqué 
par n^ doit être 

le^igne supérieur ayant lieu lorsque n-r- \ aetfipair, 
et le signe, inférieur dans jle cas contraire. 

On donnera à ce résultat une forme phis simple, en 
' _ _/ 

faisant -t? = «, p i^s a^ • la fraction proposée, la sé- 
ria qui en dériye ^t le .<ter«M .géaéi»il dis «stte série 
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dsyien^r^Bt alors 

a A AX tJLtX^ ^ flCX"""' 

98. Yknt ensuite la série qui résulte du dévelop- 
pement de la frraction , ,, — , - , fraction qu'on 

.« . i 

peut écrire contme il suit, -7 r? — « rfaîsant, pour 

c c 
abréger, ^=ct, -^=q=/î^ -7 = *', -7=18', elle se chau- 

gera en / i_yy J TJ^* Si p et 7 désignent les deux 

saeiaes die Tiquation du seeond degré a^-^ ffx J^a'^sbo^ 
la quaniÂté 0^^ (Ifx -^ ù^ sera le ptoduit des deux fao 
t^ui» fl?»-«p«ta?— ^;oii aura donc 

a' -f- /S'or 4- ^ (p — ^) (9 — ^y 

|1 est nal^rel d^ pf^er qu'unie fraction dont I^4én^ 
minateur est composé de plusieurs facteurs si^pplc^^ 
peut résulter de la réduction au même dénominateur 
et de l'addition des fractions ayant ces facteurs sim- 
ples pour dénominatetirs ; et c*est ce qui se Voit de là' 
manière suivante. Qn s^ppoae . > 

» + i8x _ P Q_ ' 

(p — x)(7 — J-) p — x 9— jc' 

P et Q étant des quantités indéterminées et indépienv 
dantes de je ; en réduisant au i^aérne dénominateur les 
deux fractions ^u second menibre^ on trouve 

A+fix^iPei -h Qpt) - (l?-p Qi.x, '•' : ' 

14.. 
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ce qui aara liea , quel qae soit x^^ai AzzzPq^^Qp 
et i8 = — (P + Q) ; et pour remplir ces conditions , 
il suffit de déterminer, par lés équations ci- dessus y.Ies 
quantités P et Q : on trouvera 

p — q' < p — q' 

Au moyeh de ces valeurs, on aura 

A+fix _ P' . Q , 
cl' 4" ^^ + x* y^^xq — x* 

et comme chaque fraction du second membre peut se 
développer dans une série ordonnée suivant les puissan- 
ces de a;, il s'ensuit que la somme des termes qui se 
correspondent dans ces séries, sera égale an terme qui 
occuperait le même rang dans la série résultante du 
premier membre ; le terme général de cette dernière 
s'obtiendra donc en ajoutant ceux des deux premières ; 

et sera, d*après ce qui précède, — j — H^~ï"~« ^ 

suit encore de là que la série résultante de deux pro- 
gressions par quotient, ajoutées terme à terme, estré* 
currente* 

99. Dans le C4s où Ton aurait p'=^q, c'est-à-dire où 
les deux facteurs du dénominateur seraient égaux entre 

a + fix 



eux, on ne saurait décomposer la fraction 




P 

en deux atitres de la forme , -^-^ — ; car on 

trouverait 

p . ^+fiP o— *jti?. 

r- — ^— , y_.__, 

•t Ton voit que cela doit être ainsi , parce que les deux 
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P O 

iractions -- — , -—^^ — , s'aioutaht immédiatement, ne 
p— 0?' p — X ' 

peuvent donner qu'un résultat semblable à chacune , 

et non pas semblable à la fraction proposée : il faut 

donc alors tenter une autre décomposition. 

On voit d'abord que la fraction t-^-t; équivaut aux 

deux suivantes , ; rr , 7 r; , et que la dernière / 

[x^p) \x — P) 

fi X 

en s' écrivant ainsi . X % revient a 

x — p X — p' 



ér,xk+^^ 



'p/ 
puisque 

X __ p 

x — p x-^p' 

on tire de là 

A + fix A^ I ^ 1 ^P =1 

{x^py— [^x^pY'^ x — p'^ (x-pY 

A+fip fi 

(P'^xy p — x' 

Nous voilà donc parvenus à substituer à la fraction 
proposée deux autres fractions dont les numérateun 
sont indépendans de x. Le développement de la pre- 
mière est 

série dont le terme général est évidemment * 

p. • p»-. ; 

et celui de la seconde fraction étant exprimé par 
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■ ," ■> il eu réftttltera 



r nA'j-(n*^i)fi pn a*^' 



pour le terme général de la série donnée p^r la fraction 

loo/ II me reste encoife un cas à examiner^ celui 
où les racines de l'équation x* + /3'x -f- «' = o sont 
imaginaires. Les facteutà x — -p ef a; — q devenant ima- 

gînaires , le ternie général -— ^ f- ^— ^ — se trouve 

compliqué d'imaginaires , mais qui ne sont qu'appa- 
rentes , et se détruisent mutuellement, lorsqu'on réduit 

les quantités — j-^, -^^-^j — , au même dénolninatenr, 

r TT ' 

et qu'on développe les puissances indiquées. En effet , 
si l'on met pour P et Q le» valews trouvées précédem- 
ment, qti'on rasseitible les tèrlnes multipliés p^r fi et 
xeux qui le sont p^r ce , on aura 

(P— çIp' (P-9)^^ 

i(p-.9)p»9«^(p-(7)p»-ç-'/^ ; 

^r^ quand p et q sont in)%ixiaire9 , ils j^euvent être r&- 
^ésentéspar 

• . . ri If -1 - f -, 

a+^V^— 1 et a — 6V^— i, 
ce qui donne 

p— -as^aiV^^j piy»a»4-é% 
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et les qnantitéà 

p« - g» = (a + i V/^iY - (a - * \/~i)\ 

deviennent alors de la forme a5 V^— i et 3i5' V^— i (40; 
substituant ces expressions dans la formule ci - dessus , 
elle se changera en 

résultat réel. 

101. C'est cti décomposant ainsi la fraction généra- 
trice en d*autres fractions plus simples, qu'on peut ar- 
river au terme général de la série récurrente qu'elle 
produit , et qui par là se trouve décomposée elle-même 
en suites récurrentes d'un ordre plus simple. Il faut 
que les fractions partielles , dont l'ensemble représente 
la fraction proposée y aient des numérateurs constans , 
et pour dénominateurs les binômes qu'on obtiendra en 
cherchant les facteurs simples du dénominateur dé 
celle-ci. Ces facteurs se tirent àes racines de l'équation 
que donne le dénominateur de la fraction proposée ; 
égalé à zéro ; et les numérateurs peuvent s'obtenir par 
la méthode des coefEciena indéterminés , comme dan» 
l'exemple du n** 98; mais quand on rencontre des ra- 
cines égales, la forme des fractions partielles éprouve 
des modifications analogues à celle qui a eu lieil dans le 
vP 99 ; et lorsqn^il y a des racines imdgiùairesf , pii tpiéi 
lé terme général sous une formé réelle , di le d^yelop- 
pattit, de même que dans le numéro précédeilt.^ Tout 
cela exige ^es détails dans lesquels je né saurais entrer; 
f observerai seulement que la recherché du térrtie feénêr 
ràl tf une suite récurrente est composé danf celle du 
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terme général de la formule du n® 86^ puisque la fraction 
a + bx'+' cjg* -t-pj"^' 

reyieot à 

(a+bx. % . .+px^-')(af+b'x. . . . +p'x'^-'+(f3if'Y\ 

et que par conséquent la méthode dont on s'est servi 
jusqu'à présent pour trouver ce terme général est très 
indirecte. La résolution des équations qu'elle exige in- 
troduit^ dans l'expression demandée^ des quantités irra- 
tionnelles qui ne doivent point y entrer : la réduction 
de toutes les parties de cette expression au même déno-- 
minateur> et l'emploi des formules relative^ auxfonc-> 
tioos symétriques des racines des équations ^ feraient , à 
. la vérité » disparaître les irrationnelles ; mais il n'en ré- 
sulte pas moins que la résolution des équations est une ^ 
difficulté étrangère à la recherche du terme générai 
d'une série récuirrente. 

La théorie des suites est une des branches les plus 
impoirtantes et les plus étendues de l'Analyse; elle réunît 
les parties élémentaires aux parties transcendantes ; 
mais c'est principalement dans celles-ci qu'elle est 
d'une application plus fréquente , et elle leur doit aussi 
ses principaux a,ccroissemenâi. C'est donc pécher contre 
l'ordre qu,e de la morceler > ainsi qu'on le fait presque 
partout y et j'ayoue que ]» me serais abstenu d'en par- 
ler, si je n'y avais pas été forcé pour éviter le reproche 
de n'avoir pas rendu cet.ouvrage aussi complet que ceux 
qui existaient auparavant., On trouvera d'ailleurs tout 
ce qui concerne la doctrine des séries , à la suite du 
Trait^ du Calcul différentiel et du Calcul in$égrql déjà 
cité. Je terminerai ce sujet en exposant succinctement 
la méthode que L^grange a dpnnée. dans les Mémoires dm 
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V Académie des Sciences de Paris ^ année 1772 , pour 
reconnaître si unç série proposée est récurrente. 

102. Soit 5 = -^ +• Bx + Càc^ -f- Dos? + etc. , une 
suite dans laquelle les quantités A y B , C ^ etc. ^ dési- 
gnent des nombres donnés ; si cette suite est récurrente, 
elle doit résulter du développement d'une fraction ra- 
tionnelle (95). Je suppose^ comme dans tout ce qui 
précède , que le plus haut exposant de x , dans le nu- 
mérateur de cette fraction , soit moindre d'une unité 
que dans le dénominateur ; si le contraire 'avait lieu , 
le procédé même nous le ferait connaître , ainsi qu'on 
le verra plus bas. 

On cherchera d'abord si la série S peut être le déve- 

loppement de la fraction , > et pour cela, on fera 

5= — ?T- ; d'où il résulte 
. a + bx^ 

1 a + bx a , b 

ce qui montre que le quotient de l'unité divisée par 
la série S , ordonné par rapport à x, ne doit renfer- 
mer que deux termes seulement , lorsque cette for^ 
mule vient eUrefiTipt de la fraction supposée. 
Soit , pour exemple , 

5 = 2 -1-407 -f- 8a?* -t- i6x3 ^ etc. ; 

on fera la division comme il suit , en prenant 2 pour 
le premier terme du diviseur , 
1 I 2 -f- 4jc -h 8.x* + iS j:: ^ ^ ^^0. 

— I — 2a? — 40*^-^ 8x^ — i6x* — etc. 
-f> 2x -f- 4x^+ Sx^ -h i6jg^ + etc. 
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on aura 

p=ti, <; = — I et ià=i — X 
d'où l*on tirera facilement 



1— .2a; 



. Si la division ne fini pas ainsi an second terme ^ 
la série proposée ne sera point le développement d*iuie 

fraction telle que -xv- ; il faudra essayer alors si elle 

ne rient pas d'une fraction dé la forme — , f^ .^ — - : 

^ a-féx-f-cjc* 

dans cette hypothèse^ on aura 

1 a + bx +c^ 

S~ a' + Vx • 

Si Ton effectue la division indiquée dans le second 
membre, et qu*on ne la pousse que jusqu'à ce qu'on ait 
un quotient de la forme p"\-qXyCe qbi arrivera après 
deux divisions partielles , il y aura un reste qu'on pourra 
représenter par a"x^ \ et il viendra par conséquent 

ce qui prouve ^ue le reste de la division de i par S sera 
divisible par x*. Si Ton désigne par S^x^ ce reste , qui 
sera une série de la forme 

Axoc^ + B^x^ 4- Catr* -f etc. , 
on aura 



^~p+^^ + -V~ = p + 9^ + 



d'où il suit. 

Si^ a" £_a' + i'xt 

S ~ a' + b'x' S,,^'^ af * 
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et 

S a' h' 

en faisant la division indiquée dans le second membre. 

g 
Ainsi ^ doit donner un quotient de deux termes, comme 

on l*a obtenu plus haut pour -^; et des deux équations 



on tirera 



-~p^qx+—-, j=PM + qiX, 



p+qx- 



Pi + qix 

réduisant cette fraction i il viendra 



ip + 9^) (pi + qi^) + ^ 

Supposons encore que Ton n*ait pas exactement 
g 
•^ eï=pt + ^tX\ il faudra faire alors 



S — 



a+bx + cx" -{- djc^^ 



et en opérant comme dans les cas précédens > on 
trouvera 

S- af+b'x^ù^a^ —f''*"'''^d+b'x + e'Jr' 
La série qui rést6| après qu'on a poussé la division dans 
^ jusqu'aux deux premiers termes p + qx, étan.t divî- 
nblé par ce*, ponnra être représeivtéje par StX^, en sorte 



aao complément' 

qu'oa aura 

S^P+1'+-S-=^P + 1'^ + a'+b'x+c'x^ ' 

ce qui donnera 

5, _ a'+b'x S _ a'+b'x + c'3^ 

S "a'+b'x + c'x" S," a'+b'x ' 
et 

S a"x» 

en faisant la division indiquée dans le second membre^ 
et s*arrêtant aux deux premiers termes du quotient. 
Cette dernière expression ihontre que la division de S 
par Si j poussée de même jusqu'à ce qu'on ait un quo- 
tient de la forme p^ -|. qiX, laissera pour reste une série 
divisible par x*; et nommant S^x^ cette série , on aura 

^ = p, + 9.x+ ^=p. + ^.x + ^,-j^5 

d où 

5._ a" S,_a''+b''x_a'' V _ . 

En combinant les équations 

que Ton vient d'obtenir, -on en déduira 

(p+<7x)(p,+9,x)(p.+9.x)+[(p+9x)+(pa+7.x)]x* 

pour la fraction génératrice de la série proposée. 
Il serait facile maintenant de pousser plus Iota Topé- 
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ration, si la division de Si par S^ ne donnait pas un 
quotient exact ; et Ton doit voir quelle conduira ton- 
jours , comme ci - dessus , à un nombre fini d*équations 
entre S , Si,Si, 3$^ etc., desquelles on déduira l'ex- 
pression de la fraction génératrice. La règle à suivre 
dans tous les cas , peut s'énoncer ainsi : Divisez t unité 
par la série proposée S , jusquà ce qu'il y ait au quo- 
tient deux termes tels que p + qx , ef désignant le reste 
par Si«*, divisez S par Sj , jusquà ce quily ait au quo- 
tient deux termes comme pi -f- qiX ; désignant encore le 
reste par SaX% divisez Si par S^, jusquà ce que vous 
trouviez un quotient de la forme ps+q»x, et ainsi de 
suite t si la série proposée est récurrente, vous arriverez 
enfin à un quotient exact , qui pourra être représenté 
par Pb + ^n^' Il vient alors cette suite d'équations : 

S , , 5.x* 

^=p, + qa+^^^^ 

Si S$x^ I 



S 

^n. ) \Sn^x Pn + qnX 

io3. Pour appliquer la règle précédente à la série des 
nombres 

1,1,3,7, i8, 47, ia3, Saa, 845, 2207,. 5778 , etc. , 
par exemple, on lui donnera la forme 

, 5 = 1 +a: + 3a?* + 7x3^ 18x4 + 47^5^ ia3x8 
+ 3Mac7 + 84Sa;»+etc.; 





S— ' 


• 


5. 1 


d'où 

ron<^ 

tire 








Sn 1 



aaa courtiUEJAt 

on aura 

p 4- ÇJC = l — flP , 

5, ;:= — 51 — 4x— ^iix^-i- aga:^— 7fix*— *99«* 
-^5flix^— etc., 

p. + 9.37=4 — 80:^. 
5s= — 5 — i5jc — 4^x* — io5x' — eta, 

et ^en&n ps + Çs^^^iV + TS^i ^^ reete. I^onnaiit 
alors lea équations 

Ss_ 1 5» 1 



*'- ^ S^ 



on trouvera 

/ ç I — fla? + g^ — Jg^ 

~ 1 _ 3j: + a;* ' 

Le oamérateur étant d'un degré plus élevé que le ai" 
noipinateur, on peut ôter un entier de la fraction, et il 
viendra 

♦ 

d'où l'on voit que la série proposée est la suite récur- 
rente produite par la fraction proprement dite..^.. 

3 — 707 

=-^- , à laquelle on a ai ont é les termes —2 et 

— x; aussi, dans la première, la loi de récurrenee se 
se manifeste qu'au cfai^ième ter^ne , au lieu qu*eUe se 
montrera dès le troisièmie , si 1*0^ en xetrancb^ ^-^ 9 et 
— X, car il viendra 

3 + ax -f. Sa?* + 7x3 + gtc. , 
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et déjà 

3a:* :=: 3 x ^ x^ + i^x X Sx r 
7^3 = 2x X — .a;» + 3x* X 3x , etc. 

Développgmeat en séries , des exponentielles et des 
logarithmes. 

104. On a tiré Its iogarithmes de réquation y =? a* 
{Etém., 340 )> y étant le nombre, x le logarithme 
«t a Ja J^ase ; cette -é^iuatiioa préseote deux questions : 
trouver y f connaissant x; et trouver x^ connaissai^t y. 
Je commencerai d abord par chercher j^ en or, et pour 
cela; je supposerai 

a* == ^ + 5a7 4- Ca?*4- Doc?-\r etc. , 
-^ , B , C, /^7«tc. , itantdes coefiiciens îndépendans 
de x^ en prenant donc une autre quantité z^ j*ai}rai 
également * 

d'où je tirerai 

g^— g^ _ B(x -- z) +C(x ''— z^) + D(x^— z^) + etc. 

a; - — z X — z 

La division du second membre par a; — ? a s'effectue 

d'après la formule du n** i58 des Elémms, et il vient 



r3. 



B-^C{x+z)+D{x^+xz-^z^)+E{pc?+d^z+xz''+^) -f. etc. 

Pour pouvoir dévetopper de «ênie le prenjijer mem- 
bre ,f écris ainli son numérateur, û*(a*~* — 1); faisant 
(ensuite a5= i +^, 4an8 la quantité g*^*, je la déve- 
loppe auii?ant }«s pukâancefi ds hy.axiixkojen delà foiv 
«Brf)l€ du I^kamQ » 'et f ai ^ 

(i+è)--;,+(2=âi+^-^=^^^=^:=^6-+ etc.; 



i.a 
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d*où i! suit 
c«(a'--0=a-(^^iV^^^=^î^=^=^i- + ètc.). 

Ce dernier développement étant divisible par x — e ^ 
il en résulte 

\ a 12. o / 

^+C(x4-«)+0(x* +X3^z^)+E{x^ai^+xz*+z^)+ etc. 

Si maintenant on suppose zz=zx, Téquation ci- dessus 
deviendra 

/, i* &3 J4 V 

£ + aCx + 3Dx* + 4Ex? + etc. ; 
faisant , pour abréger « 

i-^ + ^-;j + etc. = fe, 

et substituant pour a' la série 

A + Bx + Cx^ + Dx^ + Dx^ + etc. , 
on trouvera 

^ft + ^tr + Cftx» + Z>fta73 + £ftx4 4. «te. = 

V B + aCx 4- 3Da:* + ^fix^ + 5Fx* + etc.; 

» • 

d*où Ton tirera 

Tous les coefiiciens , excepté A, seront déterminés par 
ces équations ; mais lorsque a? = o ^ Téquation. . '. • • 
a*=^'+Bx + Cx*4- etc. , donnant 1 r= -^, il s'ensuit 

que -^=1, i5 =: -, C= , Z> = 5, 
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j, = c-=H--+— +_-g+.__ + etc. 

io5. Il est à propos de remarquer que > quelque 
valeur qu'on donne kx, Ja série ci-dessus finira tou* 
jours par être convergente. En effet, il est aisé de voir 
qu'on peut représenter le terme général de cette série 

par : <ïelui qbi vient immédiatement après sera 

*^ 1.2. ..71 ^ ^ 

; — r— ^ > et le rapport de l'un à l'autre aura 

i.a...n(7i 4- 1) ^'^ 

pour expression — -r— . Or, en prolongeant la série , on 

doit nécessairement rencontrer un terme dans lequel 
n+i surpassera kx, et qui par conséquent sera moindre 
que celui qui le précède; et il est clair que le décroisse- 
ment continuera toujours dans les termes ultérieurs. 

106. Il s'agit maintenant de déterminer la quantité k. 
En mettant , au lieu àeà , sa valeur a — 1 , on aura 

(a-i) ja^iY {a-^if , (a-iY 
ft_— â +~3 —+^^' 

Cette série ne sera convergente qu'autant que a — i sera 
moindre que l'unité j mais on terra plus loin qu'elle est 
susceptible de devenir aussi convergente qu'on voudra » 
au moyen de la dépendance qui se trouve ehtré a et fc, 
et que Je vais faire connaîfre. "" ' 

Lorsqu'on suppose ^ = t dans la série 



kx , k^x^ . k^J^ 

1 1.2 1.2 

CompL des JElém. d'Alg. 1 5 



a* = i4._+~.~ + -— ^ + etc., 
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il vient 

désignant par e la valeur du second membre dont les 
dix premiers termes donneront 

c = fl,7i^a8i8, 
en s*arrétant à la septième décimale ^ on aura Téquation 

c* = e, 
de laquelle on tirera 

a = e*. 

Prenant les logarithmes^ on trouvera 

A le = la ; 

si a est la base du système des logarithmes représentés 
par la caractéristique 1 ^ on ^ura 

et par conséquent y dans cette hypothèse , ^ 

y z=z a' z= 

'"*"?rî;"^i3:(rc7Ti.a.3.(ic)"5+^*''- 

Telle est Texp/ession du nombre j^ par son logarithme a:. 
Si Ton faisait a = e , ce qui donnerait ii = i ^ il en 
résulterait 

y = c*=i-l — ^ -f. etc. 

•^ ' 1 ^ i.a^^ï.fl.3 ^ 

107. La question proposée est résolue, puisque voilà 
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y exprimé en x , c'est-â-dii^ qu'étant donnés le loga- 
rithme X et celai du nombre e , relativement à la base a, 
on aura le nombre^; mais l'expression de A en a nous 
conduit aussi à la solution de la seconde question : étant 
donné un nombre j trouver son logarithme* 

En eiFet y si l'on suppose que a soit une quantité queU^ 
conque , et que l'on mette pour k , dans l'équation 
A: L*e == 1 a ^ la série qu'il représente , on obtiendra 

Yoilà donc le logarithme d'un nombre quelconque a 
exprimé au moyen de ce nombre et du seul logarithme 
â'un nombre déterminé e. 

Cette série n'est convergente qu'autant que le nombre 

m 

a est très voisin de l'unité ; mais comme 1 t/a==— 1 a 

. m 

{Elém.y a4i) > sî l'<>° change, dans le second membre , 

m 

a en V^ , il viendra 

or, en'prenânt pour m un très grand nombre^ on pourra 

m 

toujours faire en sorte que la quantité \/a diffère aussi 
peu qu'on voudra de l'unité* 

On a ainsi un moyen très simple de calculer le lo- 
garithme de a; car en prenant m égale à quelqu'un des 
nombres compris dans la série a , 4i 8 » 16 , etc. , on 
n'aura qu'à effectuer des extractions successives de ra- 
cines quarrées {Elém»j i53). Cependant ce procédé de- 
viendrait pénible pour les nombres un peu considéra* 

i5.. 



aaS COMPLÉMENT 

bles , c'est pourquoi les analystes ont cherché de nod- 
velles séries qui puMttot s'appliquer à ces nombres , sé- 
ries qui ne sont que des^ transformations de la première 
ezpressioa de 1 a. 

108. Le nombre a étant supposé , dans les séries pré- 
cédentes ^ indépendant de la base des logarithmes^ il est 
évident qu'on pourra appliquer ces séries à un nombre 
quelconque y, et qu'on aura en général 

*«l^=la{^-^'^ + (2p£ ^ etc.}. 

En sidMtîtuant dans cette expression i-f* u au lieu de^, 
elle deriendra 

changeant ensuite u en — u, on aura 

l(i-u) = le{-----g— -^-etc.ji 

retranchant le second résultat du premier^ on trouvera 

,(,+.)_,(,-u) = l(l±-^)= 

"•{->!+?+ -•}. 

série dont la marche edt plus rapide que celle des pré- 
cédentes. 

'On en trouve une beaucoup plus convergente , en 
faisant dans celles;! 

1 — tt ' »' 
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ce qui donne 



u = 



et par conséquent , 

■(■+;)='^'='<"+')-'» = 

d'où l'on tire 

1(b + z) = 1b + 

alJ-±-+'. (^ y+^C_>^y + etc.}. 

Cette dernière série fera connaître le logarithme du 
nombre ri'^z, par le moyen de celui de n , et sera 
d'autant plus convergente^ que n sera plus considérable. 
Si l'on fait 2 == i , on aura le logarithme de n + i, 
exprimé par la série très simple 

l(7i+i) = ln 

et convergente lora même que n == 1 . 
Dans ce cas , elle donne 

série dont le huitième terme ne va pas à ^^ - yoôooo» • 
en réduisant en décimales tous ceux qui le précèdent ^ 
on obtiendra 

1 a = 0,6931473.16. 

I og. On ne peut avoir la valeur absolue de 1 2 sans 
fixer celle de 1 e = 1 (2,718^818) , qui dépend du sys- 
tème de logarithmes que Ton adopte. L'hypothèse la plus 
simple consiste à supposer 1 e = 1 , et on a alors 
la = 0,693147a; 



> 
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dans ce système particulier , qui répond à Féquation 

y = e' ( 1 oo) , la base est e. Je le désignerai sous le nom 

^ de système népérien, pour rappeler le nom de Técossais 

Neper (ou Napier) , auquel on doit l'importante décou- 

yerte des logarithmes ; et j'accentuerai^Ia lettre 1 toutes 

les fois qu'il s'agira des logarithmes de ce système : ainsi 

j'écrirai Te = i , l'a = 0,693 147a (*). 

Pour passer du système népérien à celui dont la base 

serait une quantité quelconque a , il faut se servir de 

Iv 
l'équation Ly =r^ {Elém,^ îï5o) , qui devient dans le 

Yz 
. . ca»â,ctael . l;d=sr^ ; et si l'on fait, z :sz e \ on aura 
'la 

puisque \'e=ii il ne restera donc plus qu'à calculer Y a 
par la dernière série donnée ci-dessus , en y supposant 
lesBi. 

Pour les logarithmes (ordinaires, dans lesquels a=:io , 
on observera que 10= 5. a: et l'on verra qu'il suffit 
d*avoîr 1' 5 , parce que Y 10 = T 5 + Ta , et que Va est 
déjà connu. 

Pour parvenir au logarithme de 5> on supposera , dans 
la dernière série du numéro précédent^ n'=^4 ^^ 2=1 X 
et comme 1' 4=^1^3 > îl viendra, en prenant Mezzzi ^ 



I l'5=:ara + a 



{^s©V^Q' + «4 



(*) Lci logarithmes nepëriens sont appelés ordinaîremcnt loga- 
riihmes hyperboliques ; mais cette dénomination est vicieuse , car 
il n^y a pas de système de logarithmes qui ne réponde à qnelqn^one 
de^ conrbcs que les géomètres ont nommées hyperboles . 
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Les trois premiers termes de c^tte série suiEsènt pour 
obtenir un résultat exact jusqu'à la septième décimale , 
et elle donne 

r 5 = 1,6094379; 

en ajoutant à ce logarithme celui de a trouvé plus 
haut , on a 

rio = si,3ofl585i , 

et par conséquent , 

le?=p^ = 0,4342945. 

En multipliant par ce nombre les logarithmes népériens 
de â et de 5 , obtenus dans le n® 108 et dans celui'^ci , on 
trouvera 

l2 = o,3oio3oo et 15 = 0,6989700, 

tels qu'ils sont dans les tables de logarithmes ordinaires. 

110. La quantité 1 e est nommée en général module; 
on voit que celui des logarithmes népériens est 1 , et que 
celui des logarithmes ordinaires est o,434ad4^*On conver-^ 
tit les logarithmes népériens en logarithmes quelconques, 
en multipliant les premiers par le module des seconds, 
et on repasse de ceux-ci aux autres , en les divisant par 
leur module, ou , ce qui revient au même , en les mul- 
tipliant par -p. Lorsque la basé est 10, oa a 

— = 3,302585 1 ; 
le 

c'est par ce nombre qu'il faut multiplier les logarithmes 
ordinaires, pour les convertir en logarithmes népériens, 
ce qui est souvent nécessaire. 

m. Borda et Haros ont donné des formules qui 
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esprioMttt , an moyen de séries txès cofivërgentes ^ les 
relations eatre plusieurs log^arithmes de nombres con- 
sécutiÊ , et qui conduisent très promptement à cas 
logarithmes.. 
Pour parvenir à ces formules , jerepigndrai Téquation 

en y faisant 

i + u m j, , m '^ n 

= — , d ou u=z ; — 

1 — un m -+• n 

et 

Cela posé^ voici comment on obtient la formule que 
donne Borda dans la Préface de ses Tables trigono- 
métriques décimales , revues, augmentées et publiées 
p«r Delambre. 

Si l'on forme les produit^ 
(P — (P - (P + a) = p3 _ 3p + a, 
ip-^^ I) (p+ 1) (p^ a) =p3-3p -a, 
et qa\)n fasse 

m ^ p^ — Zp + a, 
» = p3 _ g^ — jj^ 

il viendra 

7Î1 TT.. n 4 "^ a 

puis 

à'oà Ton conclura 
l(P + a) + 2l(p— i) — l(p— a) — flKp + O 



\ 
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Si l'on prend successivement 

on aura les quatre équations 

I7+4I2— 13— aïS— aU = fllef^g 4- etc.), 

31a+al5— ala— 2I7 = ale{n + etc.}, 

al3+2l3+ala— 15— 6I2 = s\ei-^+ etc.}, 

154. U+al7— 13— la— 413= al«[ïiï+ etc.}. 

C€8 quatre équations ne renferment que le^ logarithmes 
des nombres a, 3, 5 et 7 , logarithmes que Ton peut 
alors déterminer par une simple élimination ; on obtient 
de cette manière 

>4{f5 +iiày +etc.} 

et ainsi des autres. 
Si l'on prend encore p = i5 , il viendra 

I17 +>l7-li3 - 61a = ale{T^5 + 1 (t5W)'+ e^^. } . 
Enfin on aura aussî^ en faisant p = 1 007, 

1 1009 + a 1 lOoG — 1 ioo5 — al 1008 
= ale{jr55^ïTri +UîroT7FîT.)'+ etc. }. 

Ces exemples sufiisent pour montrer le parti qu'on peut 
tirer de la formule de Borda. 

lia. Pour obtenir celle de Haros, il faut, sup- 
poser 

ïn=x<— a5x'=a;*(x4-5)(ap— 5) , 
n=a:4— a5x»-f i44={^— 3) (x+3) (r-|-4) (x— 4) , 



...»u.;;.r.nT,.^-;|. 
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et Ton aura 

3lx+l(x+5)+l(x— 5) — l(x+3)— l(x— 3)) 

d'où l'on tirera la valeur de 1 (x -f- 5) au moyen de 
celle de 

U^+4), l(x+3), ix, l(a:-5), l(x-4), I(x-5). 

La série est très convergente dès que le nombre x de- 
vient un peu grand; son second terme^ lorsque a:=iooOy 
est seulement 

Q^ocooo ooooo ooôoo ôoobo ooooo ooooo la (*). 

1 13. Le procédé employé pour résoudre la première 
des questions posées dans le n° 1049 peut servir aussi à 
déduire immédiatement de Téquation j^ = û^, le déve- 
loppement de X en y. On peut donner à ce dévçlop^ 
pement la forme 

puisque x doit s*évanouir lorsque ^ = 1 ; et faisant 
y — 1 = « , on aura 

X = Au+Bu^ + Cu^ + etc. 

Désignant aussi par w la valeur de j^— 1 ou de u « cor- 
respondante à une valeur de x représentée par z ^ on 
aura également 

zz=^Aw + Bw^+ Cy^ + etc. , 



('*') On trouTera quelques formules de pins sur ce sujet, dans Tln- 
trodnction de mon Traité du Calcul différentiel e\ du Cnhut 
intégral. 
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et par conséquent , 

£Zl5=^ + ^(u + w) + C(u*+uw + w") + etc. 
«— w 

L'équation y=a* donne 

y'T-i ou u:=a' — I, 

â*QÙ il suit 

w=:a*~i, tt — w = a«~a*==a*(a'-« — i) 

' puis si Ton fait a = i + 6 , comme dans le n® i o4 , on 

obtiendra 

a'""* — 1 = 

C^Zl?Jfe4-^^""^)^^'^^-^U-+etc.; 
^ i.a 

mettant cette valeur dans Téquation ( /F ) , sup- 
primant le facteur x — z commun aux deux termes du 
premier membre, et supposât ensuite £^ j:» d'où il 
. résulte w=u, on aura 

A + aBu + ZÇu^ + 4Du^+ etc. 

ô" i^ J4 
En écrivant k au lieu de 6 — — +■=• 7+ etc. , et 

21 o 4 
l'yuan lieu de a'', il viendra 

—±—^ = A + 2Bu + ZCu* + 4Du^+ etc.; 

et , en faisant disparaître le dénominateur , passant 
tout dans un seul membre > 

—1 + Aku+aBku'+ZCku? + etc. j t 
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équation de laquelle on tire 

et par conséquent^ 

Si a est la base du système des logarithmes , on 
aura donc, comme ci-de98us (108) ^ 

/ Du retour des suites. 

Il 4' Le fréquent usage que j'ai fait , dans ce qui 
précède^ de la méthode des coefiicîeDs îodétermi- 
nis, me penaettra d'exposer en peu de mots celle 
du retour des suites , qui sert à trouver l'expression 
d'une quantité engagée dans une série dont la valeur 
est donnée. 

Soit j' = cfc + aa? + tx* + cx^ + dx* 4" «te- ; po«r 
obtenir x en j' , on passera le terme « dans le premier 
membre , et faisant , pour abréger, j' — «6 = a , il viendra 

z=zax + bx^ + caP+dx^ + etc (i). 

La supposition de a: = o donnant « = o , il est facile 
d'en conclure que Ton peut fairç 

X = Az+Bz^ + Cz^+Dz^ + etc. . , . (2); 

les coefliciens A.B^C, Z>, etc. , indépendans de a , se 
détermineront au moyen des équations qu'on obtiendra 
après avoir substitué au lieu des puissances de x , dans 
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inéquation (i) , celleâ de la série (s) (^) , passé tous U» 
termes dans un seul membre , et égalé séparément à 
^éro les quantités qui multiplient chaque puissance 
de 2. Voici le résultat de la substitution 

ax ^AaAtr{<LBi^ + flCz^+ aPa^-f^tc. 
+&a:*=. . . ,+6^V+26^^a3^a6^C*44.etc.| 

-j-cx^ = . . . , + c./rfV+3c^*iîa^+etc- ) = 0. 

4-rfx*= + dA^z^ +etc. 

En égalât à zéro les coef&cîens de z, de 2^, de s^, etc.^ 
on trouve 

aA—\ = o, aB + lA^'=o, aC + ubAB ^ cA^—o , * 
aD + ai^C + bB^ + 3c^5 + d^4 =3 o , etc. : 

ces équations donnent 

a a^ or 

„ 5A3 — 5aic + a*c? 

et on a par conséquent 

a 

56»— 5ô6c-f-tt*rf 



x = -z-— -sa*-! ? — 4^ 



y 254 -J- etc. 

Il est à pro|>os de remarquer qu'on pourrait appliquer 
à la résolution des équations algébriques^ dans quelques 
cas , la série précédente , z désignant alors le dernier 



(*) Cé8 puissances petiveAt se trouver par des maltiplications 
•uceeisiTCft , oti par les formules dn n* 87. 



û38 COMPLÉMENT . 

terme de Téquation, passé dans le second membre. 
l\|ais on n'aurait, de cette manière, que la plus petite 
des racine^ de l'équation proposée, puiscpie l'expres- 
sion de a; en 2; décroît continuellement avec z, et s'éva- 
nouit en même temps que cette quantité j ce nyà réduit 
l'équation (1) à la forme 

= oa? + ix* -f- c*^ + etc. , 

sous laquelle elle admet la racine x = o. 

1 15. Proposons-nous, pour exemple, de tirer la va- 
leiu- de 0? de la série 

- X , X* , x^ , X* 
dans laquelle j^ = e* (106); on aura 
et 

d'où Ton déduira 
A=i, B = -\, C = i, ^=-i, etc., 

x= £>lZli2_U:ZlLlV(^jI'- etc 

1 a ^ 3 — e^C'> 

ce qui s'accorde avec l'expression du n* 108, en y fai- 
sant lc = i. 

On tirerait de même 1^ valeur de y tu x de la série 



et 



en supposant ^—1=2; et a= ^x-f Zfx*+ Coc?+ etc. 
Je laisse au lecteur à s'exercer sur ce calcul ; les 
coeffi^ciens A, B, C, etc., étant déterminés, on re 
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mettra j' — i pour 2 , et il viendra 

y^zi + ^x + Bx^'+Cx^ + eic. 
1 iS. Si Ton avait l'équation 

formée par deux séries, et qu'on voulût obtenir l'ex- 
pression de y, on supposerait 

y= Ax + Ba^+Coc^ + Dx^+ etc. ^ 4 

et on opérerait comme précédemment , après avoir pasâé 
tous les termes du premier membre dans le second. Nous 
insistons peu sur ces calculs , parce qu'ils ne conduisent 
qu'à des formules dont on n'aperçoit pas facilement la 
loi (*). 

Des Fractions continues. 

Observation. Cet article est, à quelques lé- 
gers chaugemens près, le premier paragraphe 
des additions faites par Lagrauge à FAlgèbre 
d'Euler. 

1 17. La méthode exposée dans le n° 221 des Élémens 
J^ Algèbre 9 pour approcher de la valeur de l'inconnue 
dans une équation d*un degré quelconque y prescrit de 
faire successivement 

^=«+^> j'=*+J7» y=*'+y«> 

y = 6''+^, etc., 



(*) On peut voir, dans V Introduction de mon Traité du 
Calcuf différentiel et du Calcul intégral {ofi édition, n^ 59)^ ^ 
quoi tient cette difficulté. 
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a, b^ b', b", etc. , étant les nombres entiers immédia-* 
tement inférieurs anx vraies yalears des quantités x,y, 
y, y*\ etc. : si dans la yalenr de x on met celle de jf ^ 
tirée de la seconde équation, il tiendra 



x=a-f- - 



substituant dans cette expression , pour y\ sa valeur 
prise dans la troisième équation , on aura 



»+ 



chassant^^au moyen de la quatrième équation, on par- 
viendra à 

et ainsi de suite. 

La fraction qui accompagne Tentier a dans cette ex-* 
pression, semblable à celles que nous avons fait con^ 
naître en Arithmétique (i 63), est une fraction continue / 
et Ton comprend en général sous ce nom toute fraction 
dont le dénominateur est composé tT un entier plus une 
fraction , laquelle a encore pour dénominateur un entier 
plus une fraction j et ainsi de suite, 
. On rencontre les fractions continues sous deux for- 
mes différentes : les unes ont, comme la précédente, 
l'unité à tous les Numérateurs deâ fractions intégrantes, 
et les autres ont des dénominateurs et des numérateurs 
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qddcoiMpiea^ telieest la smTante : 

maïs je ne m'occuperai que des premières , les kutreà 
étant plus curieuses qu'utiles. 

1 18. Ee rapprochairt le n* i63 de VAritkméiiqae et 
les n®' aai et a4^ desElémens, on voit que les u fractions 
9) continues se présentent naturellement toutes le3 fois 
n qu'il s'agît d'exprimer en nombre, des quantités qu'on 
r> ne peut obtenir que par des approximations succès- 
w sives. En effet, supposons qu'on ait à évaluer une 
9) quantité quelconque donnée a, qui nç soit pas ex*« 
n primable par un nombre entier ; la voie la plus simple 
» est de commencer par chercher le nombre entier qui 
y> sera le plus proche de la valeur de a , et qui n'en diffé- 
n rera que par une fraction moindre que l'unité. Soit 
ft ce nombre et , et Ton aura a — * égal â une fraction 

n plus petite que l'unité ; de sortç que sera au 

m contraire un nombre plus grand que l'unité. Soit ^onc 

- =6, et comme b doit êire^ «i nombre plus grand 



a — et 



n que l'unité, on pourra- chercher ^(^e même le nombre 

it entier qui approchera le plus de la valeur de i ; et ce 

D nombre étant nommé fi , on aura de nouveau i — /3 

D égal à une fractiejB pjus petite que l'unité , et par con- 

» séquent v sera égal à une quantité plus grande 

» que l'unité, qu-*oii pourra désigner par c : ainsi, pour 
». évaluer c, il ny aura qu'à chercher pareillement le 
n nombre entier le plus proche de c, lequel ^aiâ Ué-- 
Compl. des Elém. d^Alg. i6 
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n signé par y , on anra c*— > égal à nne quantité piqi 

n petite que l'unité , et par conséqiient sera égal 

yi à une quantité d plus grande que Tunité , et ainsi de 
n suite. Par ee moyen, il est clair qu^on doit épuiser 
V peu à peu la valeur d& a, et cela, de la manière la 
1) plus simple et la plus prompte qu'il est possible , 
7) pui&qu*on n'emploie que des nombres entiers dont 
m, ckaciin approche , autant qu'il est possible » de la 
D valeur chercbée* 

P Maintenant , puisque = i , on aura 

«-« = i et û = *+J-. ; . 
9) de. même, à cause de , ^^g =;c, oa Aura 

D et à, cause de — «^ ^^Aj ^^ aura pareillement 

,•1 

T) et ainsi de suite ; de sorte qu'en substituant snçcessî- 
9) ye^ht ces valeurs, on aura 

rj •:..<'-' d'SS ce -}- T 

■ < J ; . • ..•..• • * 

- - • •• ■ . , 1 

n «f «n géQéral , , ..> ..;... -t 
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'.'"'::: '. • •• • i • *: .•r;r.j;"î /. . '» *:\, ce .c ' ï 

. ... . :; ••'. : i •. i'^fT^i 4^ «tC« - ' / rlr./- 't 

1 19.' n II est bon de tebîàrq'uer ici que les ttothbre^ 
ft a/jS, t>'etc. , qui représenteirtj coiftme'hbus'yëiicinif 
tr 1^ léTàiï'Vi^'â'Vàlëui's'éntiët'és appréchëës -Àèi qftfîfti^ 
)^ tités a« 6 > c , etc. , peuvent êti:£;Qrîs chacun.de deux 
y) manières différentes^ jniisqu'on peut prendre égale-» 
» ment pour la valeur entière approchée d*une quan<» 
n tilé donnée /4'UQ ôu raûtVëd^s deux nbnîtirâs 'eAtii^rs 
)i entre lesquels se trouve cette quaiftitéj il^â'^flên^ 
)) dan t une différence esséqii^lle 'entré. iQes deux ma*< 
)) nières de prendre les valeurs approchées , par rapport 
» à'iafràôltôu contiitàe qui éfi #és«ltev<}#r«iiWl^teâc 
y) toujouirs les valeurs approcbégs^jus petites que les 
)) véritables , les dénominateurs' /S ^ yt ^9 etc., seront 
)i tous positifs ) au 4ieh Qu'ils seront tons négatifs , si 
9) Ton preifddes:valetiniiapppoidiei38tOfitè8pdttBigràftdeii: 
». qwB^jBs^Y^^t^lçs, rt ils ^Mt-to pigiirtj^pjjfi^ff et^p. 
n partie négatifs^ si les valeurs «pprocliees sont prises 
» tantôt trop petites et,tantj^tirQpugjrj|ndesi 

n En effet , aï et est p}u5 petit que a^ a^^m, sera une 
n quantité positive ; donc b sera positifs et ^6 le; sera 

iV '^aiwf Viïe a t 'ÔônC 8 sera àè^^ti,é'^W ibrâ latiàsi.'' 
îV Dë^mêtbtf; 'sT/^ est iJWà-pètiï^ Ji:i./i'serà t«u-^^ 

tT'jtJuîS^jrf^ ^aktité:^dsi»^é'î^ 
9» par conséquent iau^i'V"> i^âis^ si j8 èst^pAii^ '^ifmf 'i^é^ 

)i de suire. 
"W iû're'i te" . lorsqu'il Tàêrt^de quantités nésatûres , 

31 positive^r^i^^seJi^ieiitfplùàifndDdèii^ii^l. :>« )ucb fioi}t^i.il 

16.. 
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iflo. yi Je dois remarquer encore, que ai parmi lee 
i> quantités afb,c,d, etc. » il 6*en trouve une qui soit 
n égale à un nomhre> entier^ alors la fraction continue 
A.sera terminée» parce qu*ou pourra y cons^r? er cette 
D.quantité.mâiae* Par exemple » si c est u];i nombre en*^ 
9 t;4er> la fraction. CQntiuue qui donne la Yaleor de o aéra 

•='+»+ 1:, 

n: Cdd elT^t I il eflit claii[ <p^*il faudrait prendre y s r » 
» ç^4Gpifc donnerai 

... C— "»y O 

il> et far ^^enséqoent ^.=7 00 ; de sorte q^er Vw 9At^ 

■\ ♦ 00- ^ 

i> lesftcffmeksuiTaos a'évaaûuiasantilîtvâef isrât) la qnan-«' 
a titè infinie 00 ; or/ — ^^=0'* â6nç on aura simpleménif 

}9,.Ce caa arriyjera to^ites. les fois qqe la,' quantité a 
)), ser^ conoiQ^ensiurable.» c'est-à-dire qu'elle sera, exprir 
1) jx^e pai; une fraction, rationnelle v mais, lorsque a 
» sejra.jgnà .quantité. irraticjMeîle > alor^^la .fcactioa 
9 Ô'f^^^ iça néçessairemenjl; à rin£ni, 

,is^ » filnpppf oa8/qipe4a qu^titéa soit; une expressioa 

yi'fi^&tfônnaire -^'^ !^ et 3 étant des nombres entiers don- 

■ I ■■■ . I ■ , ■ Il I > 1 1 >i ■ ■ I ■ > 

(*) tSé éaraet^i^.oo'èst , comme on TQÎt, celui dont téa inàlystoi te 
Bétftàïi pont designer ^ne^qQaèthë: ih&ûe ,<m'cé^éét^ini' iai 
fraetion doni le dàiOBilKaeafSa?éMndiite>CiEiënipJ^>6t}.^* 
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4^ À&S fl et d'âbotd éyideût que le nombi^ eâtier « 

}» qui approchera le plus de ^, si^a le quoti^i^t de la 

)» division de ^ pât jff/fâite'à Pérdfaittîre ; iâittsi/tt 
r> nommant ce ce quotient et C le reste, on aura 

^_«=j; donc b^^. 

r> Pour avoir de même la valeur entière approché^ fi 

m de la fraâtÎQn ^ > il n*y aura qu*à diviser B par C, et 

y) prendre pour fi le quotseât de cçtte divisioii) alors 
9)/ nonimant)? le reste , on aura 

, ^ D , D 

— ^i=^> et par conséquent, ccs-^: 

7) puis on divisera Cpar D; le quotient sera la valeur 
7> du nombre}/, et ainsi de suite; d'où résulte cette 
yt règle fort simple pour réduire les fractions ordiiiàîres 
» en fractions continues : 

7î Divisez â abord le numérateur de la fraction pro^ 
7) posée, par son dénominateur^ et nommez le quotient 

V et; divisez ensuite le dénominateur par le reste , et 
m nommez le quotient fi \ divisez après -cela le prtsfmur 
n reste par le second reste y et soit le quotient y ^con- 
n tinuez ainsi en divisant toujours' levant* dernier 
fi reste par le dernier Jusque ce qu il se présente une di- 
n vision qui se fasse sans reste , ce qui doit nécessaire-- 

V ment atriver^ puisque les restes^ sont tous des nombre» 
D entiers qui vont en diminuant; vous ai^ez la fraction 
fi. continue, \: v 

. . 'i .' '"! ' 

. ^ ^^^+...tç.:,. : ^^^^,, 

91 quié^a4gahéiafmttiQiidonnéei v . | 
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;. 1 osioC^ti» règle eât pi^écwémcfpt eeU^ qu^fiUt suivfe 
pour trouver le, plus grand commun diviseur des nom- 
bres' Jf ètff(Àfith.\ Si). Si Von suppose"^^ l'opéra- 
tion' scrt^rmioe i la $*'diviiion-| on aura . * 



A ^ aB + C, 

B=.fiC + D, 

d*où . . ^ w ^ 

l'on < C = y» + £:, 
tirera , 

D = /X+ F. 



'b " 


* + 


2»' 


B 


fi + 


'd 


D~ 


y + 


E 
D' 


D 


<^ + 


F 

E' 




'«.■ • 





•E = $F, 



équations au moyen desquelles on remontera de la va- 
leur de .E à celles, de ^ et de ^, dont le. derpier reste 
F sera le plus grand commun diviseur. 

En appliquât ce procédé à la fractîoii y^ {Arith-* 
'mèticjjue , )iS5), oh trouv)éra les qtiotiens ' 

i. , V. A \ *> 4». s> ^ « ? *}f 4> 

^nVlfC lesquels u on formera la fraction continue 

.% , ,,4t^+i. 

' ' i àSl^ S Comme dans' la manïèM drilinaiife dé faire les 
)) divisions > on prend toujours pour quotient le nombre 
1) entier moindre que sa valeur exacte ott tout au plus égal 
}) à cette valeur, il s'ensuit qué^, par la méthode précé^ 
» dente, on n aura que -des fractions continues dont tous 
» les dénoiniffatèur^ sè^6nt detf' nombre p'Oj^ilift, 
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îi Or ; bn peut aussi prendre pour quotient le nombre 
V» entier qui est immédiatement plus graod que la Ta- 
D kur exacte y lorsque cette valeur n'est pas réduc-* 
7» tible à un nombre entier, et, pour cela, il n'y a qu'à 
D augmenter d'une unité la valeur du quotient trouvé à 
7) la manière ordinaire ; alors le reste sera négatif, et le 
.» quotient suivant sera nécessairement négatif. Ainsi 
ri l'on pourra^ à volonté^ rendre les termes de la frac» 
}) tion continue positifs ou négatifs, 

3) Dand l'exemple précédent, au lieu de prendre i pour 
D le quotient de i io3 divisé par 887, je puis prendre a ; 
» mais j'aurai le reste négatif — 67 1 , par lequel il faudra 
9} maintenant diviser 887 : on divisera donc 887 par 
7> — 671, et Pjon aura ou le quotient — 1 et le'reste 216 , 
i> ou le quotient *— a et le reste — 455. Prenons le quo- 
n tient plus grand — 1 , et alors il faudra diviser lé reste 
9) «—671 par le reste 216, d'où Ton aura ou le quotient 
vi —3 et le reste — a3 , ou le quotient — ^%X\^ reste 
9 igQ. Je continue la division en adoptant le quotient 
n plus gran^d — 3 5 j'aurai à diviser le reste a 16 par le 
5V reste— a3, ce qui me donnera ou le quotient — 9 et 
1^ le reste g, ou le quotient — 10 et le reste — 14* «t 
9) ainsi de suite. 

» De cette manière ^ on aura 
iio3 ,1 

887 ^ ^|+_ I 

— 9 + etc. , 
9) G^ l'on voit que tous les dénominateurs sont négatifs. 
ia4- 1^ On peut au reste rendre positif chaque déno- 
7) minateur négatif, en changeant le signe du numéra-^ 
9) teur ; mais il faut alors changer aussi le ^signe du 
« numérateur suivant; car il est clair qu'on a 

** + — «i =^— -_£ 

' îT + etc. * îT + etc. > 
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Il Ensuite on pourra , ai Ton veut^. faire disparaîtra 
n tous les signes *— de la fraction continue , et la ré^ 
n duire à une autre où tous les termes soient poûdfs; 
» car on a en général 



'— ; + etc.=^-' + T+ 



• % + etc. , 

n comme on peut s*en convaincre aisément , en rédni- 
9) sant ces deux quantités en fractions ordinaires^ 

D On pourrait aussi, par un moyen semblable , intro* 
D duire des termes négatifs à la place des positife ; car 
» bn a 

^^ f + etc. '^ ^ i-j 



F — i + etc. , 

m d*où l'on voit qné, par ces sortes de transformations, 

D on peut quelquefois simplifier une fraction continue , 

ri et la réduire à un moindre nombre de termes , ce qui 

m aura lieu toutes les fois qu'il y aura des dénominateurs 

p égaux à l'unité positive ou ^égative« 

n En général 9 il. est clair que, pour avoir la fraction 
n continue ia plus convergente qu'il est possible vers la 
n valeur de la quantité donnée , il faut toujours prendre 
9) pour A, fi, y, etc., les nombres eutiers qui approchent 
)) le plus des quantités a, b,c ^ etc.^ soit qu'ils soient 
» plus petits ou plus grands que ces quantités : or , il est 
» facile de vcir que si , par exemple , on ne prend pas 
9) pour « le nombre entier qui approche le plus , soit 
}i en excès ou en défaut , de a , le nombre suivant ^ sera 
» nécessairement égal à l'unité. En effet, la différence 
» entre a et a sera alors plus grande que j, par conse- 
il . quent on aura b = plus petit que a : donc /3 ne 

CL *■"" cC 

n pourra être qu'égal à l'unité. 
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' v9).Akisi> toutes les fois que» dans une fraction ooq<« 
9 tinue , oti trouvera des dénominateurs 4gaux à Tunité-, 
i) ce sera une marque que l'on n'a pas pris les dénomi-* 
)) Dateurs précédens aussi approchaas qu'il est possible^ 
19 et que par conséquent la fraction peut se simplifier en 
lY augmentant ou en diminuant ces dénominateurs d'une 
D unité ; ce qu'on pourra exécuter par les formules pré- 
» cédentes , sans être obligé de refaire en entier le 
D calcul. 

iâ5. » La méthode du n^ ifii peut servir aussi à ré« 
)) dtiireen fractioH continue toute quantité quelconque , 
f» pourvu qu'elle soit auparavant exprimée en déci- 
m malés; mais comme la valeur en décimales né peut 
9) être qu'approchée^ et qn*en augmentant d'une unité 
p le dernier caractère, on a deux limites entre lesquelles 
yi doit se trouver la vraie valeur de la quantité propo- 
V sée y il faudra, pour ne pas sortir de ces limites, faire 
^ à la fois le même calcul sur les deux fractions dont 
D il s'agit, et n'admettre ensuite dans la fraction conti- 
» nue que les quotiens qui résulteront également des 
n dçux opérations, » 

Si > par exemple , il s'agit d'exprimer en fraction 
continue la racine quarrée de â , dont la valeur en dé- 
cimales est entre i,4i4^i3 et i,4i4^i4 > ^^ ^^^^ ^ 
réduire en fractions continues les fractions ordinaires 
suivantes : réif—, loècoô ; on trouvera pour toutes 
deux les 6 premiers quotiens égaux à a ; mais le 7* 
serait 3 pour l'une et 1 pour l'autre : on a donc^ de 
cette manière, 
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' An reste , il est à propos de remarquer que, quelqn» 
nombre de décimales qu'on ait daos la valeur de la 
racine gnarrée de a ^ la fraction continue conserve la 
même forme , comme on le prouvera plus loin. 

il L'expression décimale du rapport de la cir--* 
7) conférence au diamètre est, par le calcul de Yiète» 

V 5yi 4i 5926535 , 'de sorte qu'on aura la 

y» fraction fôoêolôfo ?! i réduire en fraction continue 
» par la méthode ci-dessus : or, si Ton ne prend que la 
ji fraction 75I3II, ontrouvi les quotiens 3,7, i5, i,€tc.-, 
n et si Ton prenait la fraction plus grande fféslf > on 
71 trouverait les quotiens 3, 7, 16, etc., de sorte que le 
vt troisième quotient demeurerait incertain ; d'où Von 
)i voit, que pour pouvoir pousser seulement la fraction 
3-i continue au-delà de trois termes , il faudra nécessai- 

V rement adopter une valeur de la circonférence qui 
.}) ait plus de six caractères. 

n Si l'on prend la valeur donnée par Ludolpb (Yan 
.)) Ceulen) en trente-cinq caractères , et qui est 

3,i4i59 a6535 89793 a3846 a6433 83279 5oa88, 

)) qu'on augmente d'une^ unité le dernier caractère 8 , 
n et qu'on opère en même temps sur l'une et l'autre 
1^ valeur, on trouvera cette suite" de quotiens, S, 7, 

îl l5, 1,293, 1, 1, 1,2,1,3, 1,14,2,1, 1,2,2,2,3, 

)i I, 84, 2, 1, I, i5, 3, i3, 1, 4> 2, 6, 6, 1^ de sorte 
Y) que l'on aura 

circonf. ^g I ^ 
diamètre 7+— . ^ 

1+ , 1 

1 + etc. 

n Comme il y a ici des dénominateurs égaux à 
rt l'unité, on pourra simplifier la fraction , en y intfo-» 
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y» duisànt des itèralies^ négatifs, p^r'lea formules du 
V ;n'*. ia4»^^ l'oû trooyera '• 

circonf. « . ï , 

"* 394— 5^1 

3 + etc.. . 



)V ou bien 
circonf. _ , 1 
diamètre 7 + 



3 + rj^J:. 

16 + 



-^94 + g^^ + etc. 

ia6. )) Après avoir expliqué la génération des firac^ 
^ tions côntinties y nous allons én'montrer lès usages et 
w les principales propriétés. 

ï) Il est id*aborâ évident que plus on prend de termes 
y) dans une fraction, continue , plus on doit approcher 
n de la vraie valeur de la quantité qu'on a exprimée 
>) par cette fractioa ; de sorte que si Ton s*arréte suc- 
n cessivement à chaque terme de la fraction > on aura 
n une suite de quantités qui seront nécessairement con- 
y> vergentes vers la quantité proposée. 

» Ainsi , ayant réduit la valeur de a à la fraction con-» 
3^ tinue 

il 

» on aura les quantités 

.-•-•••■'"■ • y ■ . 

1) ou bien, en réduisant ^ 

)) qui approcheront de plus en plus de la valeur de a. 
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. 91 Pour pouvoir mieux juger de la. loi et de la com 
% vergence da ces quantités^. noue remarquerons que^ 
9 par le» formules du n® 1 18 , on a 

fl = £t + T, b = fi + ^, c^Y+]^, rf=>+i etc.; 



j, c, = p^-, c = y-r3 



e 



9 d'où Tôh voit d'abord que a est la première valeur ap« 
19 prochée de a ; qu'ensuite, si l'on prend la valeur exacte 

» de o, qui est — 7 — , et qu'on y çubiftitua pour b sa 

9» valeur approchée fi , on aura cette valeur plus appro- 

TU chée — —•— , qu'on aura de même une troisième 

» valeur plus approchée de a , en mettant d'abord pour 

n b aa valemvexacte ; — ^ , ce qui donne 

"" ~ fic + i ^ • 

91 et prenant ensuite pour € k valeur api^rachée 9^; par 
9) ce moyen , la 'nouvelle valeur approchée de a sera 

(Afi+i)y + A 

9) continuant le même raisonnement, on pourra appro- 
9) cher davantage, en mettant dans l'expression de a 
9» trouvée ci -dessus, à la place de c, sa valeur exacte 

9) ! ■ ■■ , ce qui donnera 

_ C(ceig4-Ov + ec]J + tf/8 + i 

9> et prenant ensuite pour d sa valeur approchée /"; de 
9) sorte qu'on aura pour là quatrième approximation la 



DES itijtttU D'AK^BBE. a^ 

V- qiuuitil!& 

Cela posé , si roh représente par 
A B C D_ 

jf\ w a* ly 

les çaatre yal«ura. approchées de a, formées ci-dastasy 
on Yoit aiséoient t[u« 

A '==. m^ ^=21, 

B =pAfi + i, B'=fi, 

C :^By +A, Cr— ffy + j(, 

D = a^ + B, D' = C)^ + B\ ;. 

et à p^tkde. If ^pisième ligne de^ cette suita de va« 
leurs I on reconnaît une loF dont il est facile de consta- 
ter fô continnatrbn indéfinie* Cn effist^ la valeur exacte 
da a,, r^p^rtée aâ^ bai»: de la page prébédenl» ', dete^ 
i^f^tp^Fi cette BatatioA >> 

..:..■. • ca + «I 

: ^ = CdJi^B'? : : • ) - • .^ ■: 
donne cette nouvelle valeur exacte , 

_ ^ (^+^)+^ - (CJ- + ^)g+ C _ De + C 

exjpressiôri'W tnêtrië forme que la précédente , qui 
defvient *W cinqfnièmé valeur at>prochée , quan4 on j 
met* f att H^ de; e, et qu^on peut représenter )albrs 

P»: gF'ji «î Vpn.feît . V . 

La marche de ces calculs q;e pouvanf pljiSv changer » 
s ensuit que 
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Le numérateur de tune quelconque des valeurs qp'^ 
prochées qu on nomme aussi fràcttonsL conrergentes , 
se forme en multipliant l'entier du dénominateur de 
la fraction intégrante à laquelle on s arrête, par le »fi- 
mérateur de la fraction convergente qui précède celle 
qu'on cherche , et en ùjoutant au produit le numérateur 
de la pénultième; il en est 'de même du dénominateur. 

Le», deux premières fractions convergentes verâ-^^ 
étant 7 et 1(1 aa), la règFe ci-dessiM Adonera , pour la' 
3* et la 4*, .- • • - * 

9>5+^ _^.. 5>.46:+'5 '._ 27 '^ 
.Ô.4+» ""3/^ a.37-H.4~7»' 
et aînsrdeà' autres."" '^ * ' '. 

.tf Si la quantité a-^ât ratlonneile^tïeprésênHée par 

........ .^ " \^y "i 'ipr ■ .: ;j , ..-;.:.• .1. .i 

I) une fraction queIçon(]vip s^> il estéyi^en^ que c^tte; 

» ËrAcljeMDiaflràionjaqrs la âernière dteis là sérié ^irécé-' 
1» dente; puisque dans ce cas lafiyolîdQbt^afiàuâ éefar 
D terminée j et que M dernière fraction de la série ci- 
if dessus doit toujours équivaloir a toute la fraction 
yi continue. c :^, : , ;; . :'î •:'^- ' 

7^ Mais si la quantité a est irrationnelle , alors la 
m , fra.ctiqn continue allanjt néççssairemeht à^rin^nî, on 
^pourra aussi pt>usWr à rinfinr'la'^érte^des éractiona^ 
» convergentes. ' *^ « ^'••■r(". ~. '^^ ^ * 

. 1 27. . w Examipoi^s paainjienant Ja.n^w.de. ces fyao^ 
Ti tîdns; et d'abord^il e^t visiblp ,qufî,jiçs non^bres^;Jlf ^ 
i i^,. C, etc.', dbîvér^t aller çn. au^çnjtaut>; ajuj^si hiej^ 
77 que' les nonlbres Jf^ & ^ C\ etc.; car, i*. ^i les 
î> nombres «t , jS, y , etc. , sont tous^pSoéîtife/ teïvjpcifi^ 
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ï) et : .,',.■ 

^=ou>^, C>ff, jy>Ç, etc; : 

1» 2". Si les nombres A^fi^y, etc. , sont tous ou eh 
a» partie négatifs , alors parmi les nombres A ,"B ^ 
n C , etc. , et jf, B', C, etc. , îl y en aura de positifs 
I) et de négatif ; mais , dans ce cas y on considérera que 
m l'on a en général , par les formules précédentes , 

1) d'où l'on voit d'abord que si les nombres a, fi, y, e\c., 
yy sont d'iiférens de l'unité, quels que soient d'ailleurs 
n leurs signes ^ on aura nécessairement ^ en faisant abs-» 

B jé 

i> traction des signes, -^ plus grand que l'unité ; donc -^ 

m moindre que l'unité, par conséquent -^ plus grand que 

n l'unité , et ainsi de suite ; donc B plus grand que A'i 
» C plus grand que B , etc. 

j> Il n*y aura<^*exception que lorsque parmi les nom- 
î) bres A, fi, y, etc. , il s'en trouvera d'égaux à l'unité, 
n Supposons , par exemple, que le nombre y Soit le pre** 
19 mier qui soit égal à ±: i ; on aura d'abord B plus grand 
i> ' que A'y mais C sera moindre que By s'il arrive que lar 

Y> fraction -g soit de signe différent de yy ce qui est claif 

* T> par l'équation Tô = v + ■» > parce que dans ce ca» 

A ■■'.■'. f- 

D Y'^'g sera uu nombre moindre que l'unité. Alors 

n D sera nécessairement plus grand que B \ car puisque 
» jf = ±: 1 , on aura (ifliS) * . 

t - , ■ ■ • . ■ '•',•:..;. "'.3 '• 

cs2:±:i-f.2* et c— Tis:±;i. : 
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9) Or» comme c et d sont des quantités plua grandes qne 
p rumt6(i i8)y il est clait qne cette équation ne pourra 
p subsister, à moins qne c et J ne soient de même sigoe; 
n donc ; puisque y et ^ sont les valeurs entières appro- 
» chées d^cetd,ce8 nombres y et /" devront être aussi 

C A 

» de même signe. Mais la fraction i; = y + ~ô ^^^ 

n être de même signe que y, à cause que y est un nombre 
91 entier et -^ une fraction moindre que Tunité; donc 

C 

n ^tti: seront des quantités de même sigae; p^ cotf* 

i'C 

n séquent — sera une quantité positive. Or» on a 

C 

9 donc /multipliant par ^r» on aura 

91 donc -^ étant nne quantité positive » il est clair que 

» rr sera plus grande que Vunité*; donc D sera plus 

99 goasdcine^. 

9) De là on voit que s*il arrive que dans la série A » B, 
9 -Cy etc., il se trouve un termçqui soit moindre que le 
99 précédent ^ le terme suivant sera nécessairement plus 
99 grand; de sorte qu'en mettant à part' ces termea^pjos 
99 petits » la série ne laissera pas d*aller en augmentant. 

99 Au reste , on pourra toujours éviter, si l'on veut, 
9> cet inconvénient , soit en prenant les nombres «e, jS, 
99 y, etc. , tons positifs, soit en lea prenant tous dif- 
n férens de l'unité» ce qui est toujours possible. 
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^ On fera les mêmes ^aisonnemens par rapport à la 
>) série A\ J5', C, etc., dans laquelle on a pareillement 

-y — Pf -^ — ^ '"^* le' — "cf ^ etc., 

)) d'où Ton déduira des conclusions semblables aux pré- 
n cédenites. » • • ^ 

iâ8. Maintenant/ si Pon élimine jS entre les équa- 
tions qui donnent B eiB' (page 2i53), ( en observant 
d'écrire B'=:A'fi), puis y entre les équations qui doit*- 
nent C et O, et ainsi de sttite, a on tronyera -^ -^ 

Bjf — AB'^t, CB'^ÉC^AB' — BÀ', 
D'a—CD'=B&'-CB', etc.; ^ 

ïvd'où je cQnclus qu'opaura en général .,, ,. .. 

^ Bjf — AB( ss:^ 1, . : . ^ 

CB' ^ BC = — i, . ■ . 

DC — CD' =1,^ ^ V 

JBD'— DE' ,^ — 1, 

etb. ■' •" ' 'A 

)) Cette propriété est très rep^arquable, et doqne lieu à 
)) plusieurs conséquences importantes. 

^ » D'abord on voit que les fractions, -j^, rg>, ~^etc. 

m doivent être déjà réduites à leurs moindres termes ; 
» car «i , par exemple , C et C avaient un commun di- 
Tfi viseulr autre que l'unité. Je nombre entier Cffrr^pC 
fi serait\aussl dîtiàiblé pat ce même diviseur, ce'qùi 
w ne se peut, à caisse àe ÇB' -n,iîC=s:>— i, -r 
' yi Ensuite, si l'on met les équations précédentes 
1) sous cett^ forme : . v. 

^ B A ''i"'' ''•' ' 



1 B" :>A''^A'S'' 

'd Bf ~ W18' 

Compl, des Elém. d'Alg, ij 



E ^ _ _ » 

^^ Vf ~ Wlff^ 

etc. , 
is il est aisé de Toir qoe les différences entre lfl»&ictif>ns 
fi voisines, d^l^^^érife*—^^ -i, ^».^^.\9'jP^^^]^^' 

n néces8aîrimMH:.Q0ii¥e^geiite« . 

^ 'Pt- > j^'4^ gsie ^djffi^efice ^otr^^^x fi^^ons 
71 conséci)t^/gs est;^8si j>e^e jp|^'>^ ^t jMMâ^e^ en sorte 
3» qu'entré ces mêmes fractions il ne ^aurait 1;on^r 
n ancnne antre 'fraction qtvéfcbnqiie ', & moins qu'elle 
V n'ait un dénon^inatenr* |»Ius -^àod que ceux de ces 
» fractions-là» 

n Prenons , jpar exemple , ies deux fractions 

" Tv c^ 77 > dont la différence est ^j^ , et supposons , 

w s^'fl est possible^ qu'il existp une autre fràcdon. — dont 

» la^leur tombe enjrg .^ell^^ et 

n dsuis lamelle, le dénominateur n sbit moindre que C* 

1) ^^ , différence entre ^,^et ^'; maïs il est clair que 
w nC—mC ne saKWt étrq>v< » ,\J5t <jne par consé- 
» quent la difg^ence. ^ ^^ i^peut être moindre 
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If) que -ttt': donc si n ^ D', cette différence géra né- 

n cessaîrement plus grande que pTjr^.De même la dif« 

» fiçrence entre — et = ne pouvant être jpjiua petite 

» que — ^ y sera nécessairement plus grande que ^^rff * 

». ai »<-€?', an Meu quelle devtiiit êli% pitte petite. 

/'•'. - ■' -^ ' 

ii)g. 1» Voyons «présentement de CQix|1»^n , chaque 

n fea,Qtîon de laverie -p, =^^ eic. , ^pp^ochera de- la 

y) valeur de la quantité a. Pour cela ^ on remarquera 
^ K:^ )eà foîrmttles trotiyétes dans 4e «? lûjS^^onn^i^t 

• _ -<f^'4r * 
A'b ' 
_ £c + A 
"" ~ Bfc+A'' 
cd -^S 
^ = &à + &^ 

De -^ C 

)) et ainsi de suite. v 

n Donc^ si Tgu veut éavoir de combien la fraction -^ , 

» par exemple^ approche, ée la quantité a\ on cherchera 

C 

j) la di^^érence entre 77 et a; en preha^it pourra là 

: ' . Cdff ô ■ • • . , ')• V .:•. 

1^ quantité ^ , J_ ^ , on aura ^ * 

. '- . \ . ^ , ' ^ * 

Ç _ .Cd -fg '■ C ^ ^C.^CB' '__ » 1 

17" 
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n i cause de BC — C^=: i (ifiS) : or^ comme on sup* 
^ pose que /" soit la valeur approchée de d, en sorte 
i> que la différence entre d et /" soit moindre que l'u- 
D nité (J 18) , il est clair que la valeur de d sera ren- 
n fermée entre les deux nombres ^ et ^ ±: i (le signe 
D supérieur étant pour le cas où la valeur approchée f 
9) est moindre que la véritable d, et le signe inférieur 
1} pour le cas où /" est plus grand que d) , et que par 
n conséquent la valeur de C'd «-)* B' sera aussi ren- 
w fermée entre ces deux-ci, Ci'+B^ et C(/±i)-|-5', 
n c est-à-dire entre ZX dt iy±:C' : done, la diffé- 

TU rence a — j^ sera renfermée entre ces deux limites 

« CD^ » CXiy± C) ' ^^^ ^^"^ pourra juger du 

C 

n degré d'approximation de la fraction -p. 

]3o. n En général^ on aura 



A 



^ = -^ + "ITL^ 



~ Bf B(B'c^Ay 



• D i 

a 



Yt et ainsi de suite. 

w Or, si Ton suppose que les valeurs approchées « , 
y* fi,y, etc., soient toujours prisés moindres que Iqs 
n véritables , ces nombres seront tous positifs , aussi 
w bien que les quantités b, c^ d\ etc. (118) ; donc les 
w nombres -^, B, C, etc.. A', B', C, etc., seront aussi 
» tous positifs ; tf où il suit que les différences entre la 
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A $S C 

w quantité a et les fractions —;, — >, p , etc. , seront 

)> alternativement positives et négatives \ c*est-àrdiré que 
)i ces fractions seront alternativement plus petites et 
)) plus grandes que la quantité a. 

0) Pour connaître les limites de Tapproximation , il 
« faut observer que , comme b'^fi, c>y > d ^ /", etc., 
j) (Ayp.)> on aura 

b^ff, ffc^A'>ffy + A'>C, 
Cd+B'> Ci'+B'^iy, etc.; 

î^ et comme è<i8 + i,c<y + i,rf <^+i> on aura 

bK^B'+A', B'c + jf<:B'{y + i) + A'<:C+B', 
Cd+ff < CÇi'+ i) + ^' < D' + C, etc. y 

yt de sorte que l«s erreurs qu'on commettrait en prenant 

ABC 

71 les fractions -y, 'ff>'7v» ®*^* » P^"*^ '^ valeur de a, 

)) seraient respectivement moindres que 



1 1 

^^" ire 


crzx' ^^^^ 


)i mais plus grandes que 


. . . 


1 .1 


1 



AXB'+Ay B\c+ffy cny+cy\ ^*^*' 

3î d*où Ton voit combien ces erreurs sont petites , et 

9) combien elles vont en diminuant d'une fraction à 

» l'antre. rr 

• j4 fi ' 
» Mais il y a plus : puisque les fractions ^-^j^^ ^^, 

'' C'' ®^^** sont alternativement plus petites et plus 

p grandes que la quantité a/ il est clair q«e la valeur 
w de cette quantité se trouvera toujours entre deux 
» fractions consécutives quelconques. Or , nous avons 
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1) VU ci-desâU5 (ia8)l|ufl est impossible qu'entre deux 
9) telles fracfiôAs paisse se trouver uue autre fraction 
n, qiMlcobfite gni ait nn dénodmiatew mdiAdr& qot 
n l'«n de camx do^cci dcaz fractîoiM; i'éà Vbu peut 
7) conclure que chacune des firactioiis^ dont ii d*agit> er- 
n péxam la quantité a pins exactimient qa^ ne pounrait 
9) fai/e t»utQ 9iitre fhiction qoekonque^ doni le déno- 
D minateur serait plus petit que celui de>lafraetiott8Q^ 

V vante ^ <f éàt-à^dSte qtoe la fir^fion r^ ^ par exemple, 

D exprimera la valeur de a plus exactement que tonte 

yi autre fraction -^ ^ dana L^uelle a serait nwiiidw 

iSi . yi Si fes valeurs* approcfiées *? 1^, >, etc. , sont 
» toutes ou en partie plus grandes que les. vendables, 
T) alors 9 parmi ces nombres, il y en auta néaessairement 
« de négatifs QvcS}, cé^ rcridttt aussi néjgatîfe quel- 
ïi qnes-uns des termesides séries ^ ^B, C, etc. > jt, B^ 
» Cy etc. ; par conséqumit les dîfféreiice&entre les frac- 

ï) tiens -j7, ^,, ^, etc., et lii^^ qtiantîté a , ne seront 

)) pli^ alternativement positives, et négatives , comme 
n dans le ôas' db niiméro pr&jSden^; de sorte que ces 
» ÎTfu^j^ n-a«iro«t: pÏMs l'^v^nt^gp deidonuber tou|onM 
» 4ea) limitas. #i|)p/i(#.et!^0moÂ«i5 d^ U <ïnl»tiltéd., ^aa- 
)> tage d'une très grande importance, et quldoil'par 
rï ' con^quent faire préférer toujours dans la pratique 
ît les ta<îtîôn's ccmtîiiues , àttUs d^oralnâiteurs seront 
}) tons positifs. Ainsi, nous i^e- considérerons plu& dans 
)r Ik suite qiiéid%3 'fractions dé' cettèr espèce^. 

i8«. ^rS^ittdoné la série 

A' B C Û 

"y*' y» ^> gp,» ®*^' >, 
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É û É _ •■• ..■;.. , 

y> ]^> ^>' OTCW/ 



j> La première «era composée de frâttiokiâ^ toutes p^lus 
n petites qae a ^ et qui' iront en' aiig^iifeiitaat y^tt la 
)) quantité a;r la seconde' 9er4 composa de {r^ctione 
1) tontes plus grandeis qae d» mais '^ui^ iront ^dîmr» 
)) nuânt Ters cette i^ême «pitotifév )\ 

La marche de chaque série se déduit aisément de 
induite (Péqti4t$6iiscqiii'tf^ktôiii¥ 1^ ]^agé af57 et^ com- 
mence la page â58. En ajoutant d'abord la i'* dt lâ^â^^ 
la 3« et Ift 4«/ctiîv îf vîÀt * - 

> § - 3^.=^ 3%^- %^ = i^' C»^8) > 

etc.,^ 

ce qui fait connaître les différences des fractions de la 
i'* série : celles des fractions de la a^ série s'obtienjoent 
ed'ajbutant'la a* des équations citées et la 3*^ la if et 
la 5% etc. , ce qui donne 

jy Bf ~ ffjy' C ~ B'D' 

F' rf~ W¥'* E' ~~ty¥" 

etc. t. 

ic Si lêrnôtâbresy, i^, i, etc.' y étaient* tôuia. égaux à 
» Tunité^on pourrait' prouver^ comme dans ien® ia8, 
i> qtfêhtffe défuîc^ff^btions cbriééfeatlyéfà qiifelériniïii&s dfe 
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n l'une ou de l'autre des séries précédentes^ il ne pourrait 
n jamais se trouver aucune autre fraction dont le déno* 
9) minateur serait moindre que ceyx de ces deux frac^ 
1) tions ; mais il n*en sersi pas de même ^ lorsque les 
n nombres y, f, f, etc., seront differens de Tunité; car 
9> dans ce cas , on pourra insérer entre les fractions dont 
n il s*agît autant de fractions intermédiaires qu'il y aqra 
m d'unités dans les nombres y— i,^— i,i — i, etc. ; 
9> et; pour cela, -il n'y aura qu'à mettre successivement 
9 dans les valeurs de Cet €' (ia6)> les nombres i, 
» 12 , 3 ^ . . . . y — i , à la place de y , dé même dans 
^ les valeurs de D et Z/, les nombres i , a, 3,...^— i, 
39 à la place de f, et ainsi de suite. 

i33^ p Supposons, par exemple^ que y soit = 4 * oo 
» a^ura 

C=4B+ji et e'F=4^+X. 

j4 C 

)> et on pourra insérer entre le3 fractions -^ et -^^ trois 

19 fractions intermédiaires ; qui seront 

B_+_A jèB + A 3^ 4- A 
B^+jf' siB' + A'\ ZB'+A'" 

n II est clair que hes dénominateurs de ces fractions 
Tf) forment une suite croissante par des différences, éga- 
» les , depuis A' jusqu'à (7, et les numérateurs depuis 
i> A jusqu'à C'y et nous allons voir que les fractions 
n elles-^nêmes croissent aussi continuellement depuis 

» -j7 jusqu'à yv> en sorte qu'il serait mamtenant im- 
> }> possible d'insérer dans la série 
A B -^ A qB + A 5B + A 4^ + A C 
5^> B' + A"' ^S + A" W^A ^ 4^'+^' ^"^ ^ ' 
*i aitcune fractioçi dont la valeur tombât entre, celles.des 



\ 
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» deux fractions oonsécntires, et dont le dénominateur 
r> se trouvât aosw entre cenx des mêmes fractions ; car 
» si l'on prend les différences entre les fractions pré-' 
» cédentes, on aoM, à canse de BA'—AB's: i , 

B + À ^±_ i 

B'+A' A'~ A'iB'+jty 

aB + A B + A I 

aB'+ A' ~~ B' + A" {B'+A'){.aB'+Ay 

3B + A aB + A i 

SF+rj' "■ IF+A' "~ (aB'+A')(^B'+A'y 

C 3B + A 1 

C "" dB'-^-A' ~ (35' + A')C * 

A D 1 A 

r> d'où l'on voit d*abord que les fractionâ -j7, o/ r j>/ i^^^* 

I» vont en augmentant , puisque leurs différences sont 
y> toutes positives. Ensuite, comme ces différences sont 
)) égales à Tunité divisée par le produit des deux dénomi- 
y> nâteurs, on pourra prouver, par un raisonnemâit ana« 
}) Ipgue à celui que nous avons fait daps le n^ ia8, qu'il 
n est impossible qu'entre deux fractions consécutives de 
» la série précédente, il puisse tomber une fraction quel- 

>) conque —, si le dénominateur n tombe entre les déno- 

)> minateurs de ces fractions, ou , en' général , s'il est 

» plus petit que le plus grand dés deux dénominateurs. 

9) De plus , comme les fractions dont nous parlons 

» sont. toutes plus petites que la vraie valeur de a , et 

JS ■ 
n que la fraction % est plus grande , il est évident 

» que chacune de. ces fractions approchera de la quan- 
yt tité a , en sorte que la différence en sera plu^ petite 
n que celle de la même fraction et, de la fraction 

n, -». Or , on trouve 
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)) donc^ {>aiâqée ee$ dlfTéreiieè^ sont àkssi égales à 
)^ Tunité divisée par le produit des dénominateurs » on y 
)< ponira^ appHqàet^^ le ntéioe t^UoïiA6td&iit du aP iiftS', 

. )^ povtf ^i^oQvèr qtt*tediilië'frâctibif' -^ âe^^a^mit toffidift 

n 

À R «il >/ 

« èhti^ iitie> <;pîèli?orf<pife dëar fraéïîonâ^ ^, ^^"^/i 

« IÈ^Lj^ été;, étUflPafcti^in 4/r'si'l^ dfefidnlkirf^ 

i> teor n est'pltu petit que celui de ia> même fraction *, 
» cToù il suit que chacune de ces fractions approche plus 
» de la quàiitiîfé a que'nè pontlrait' faire* tôuft antife 
» fraction plus petite que a ^ et qpii aurait un dénomi- 
» nateur plus petit » c'^est-à-dire qui serait- conçae en 
)) termes plut simples » 

1^4' ^ N^ous ]l^tfVo1ls considéré danse le numém pré- 
îv cédeoftqiie les fraWion» interméàiairèB' entré -y et 

;) -t^^ il en sera de même des fractions intermédiaires 

é B Ê G* ' 

)î entre ^ et ^, entre —, et —,, etc. , si «, >f , etc. , 

w sont des nombres plus grands que l'unité^ 
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)) On peut aotsi appliquer à L'antre sévie je^ , -j^^ 

F ' 

» -p^/i etc., toutcèqaénpus venoûidédireifèl^îvemetità 

AC 

n laptemièrôséite-j?, ^,ét<f.;désorlfeqiie3ilesnom- 

vi bres ^^ Ç| etc., sont plus grands que Tunité, on pourra 

fi jy f} f? 

Yi insérer entre les fractions ^, ^^jy » enAre y^et -=;, etc., 

» différentes fractions intermédiaires > toutes plus gran- 
n de9 ipàA f taêià qili iront coàtÎQixeHémcDk en dSmi- 
y> imajn^.,. 9t^ qni sercoit' telles , qu'elles^ expriniecont la 
:^ quantité a plus exactement que ne pouriràit fiaire'au- 
w cune aiitré fraction plus grande <5[ue d, et ^ui serait 
» c^çmê e» ter}t)(^ pjos simplesA . ' 

7t £>ô' plttàf,iSi/9'éMat(s^i un/ nombre plus^ gvand que 
}> Kunité, on pourra piareillement: placer avant.ik fvac- 

*• ^ i^fi. *: ^+1 9-^+1 3^+1 ^ 
i»- tioof-^^^ lifiis fisadwfls— =— ^ "^' '■ ^v -^ ' j^' '■■>elci^ 

jg /» I ■ I D;. 

)) Jusqu'à — T — , ou ^; et ces fractions auront 

)î les mêmes propriétés que les autres fractions înter- 
Yi médîàïres. 

w: Déi celfiof maiHère , oh atR»' ddndr c^d êeax stïitéè 
Y) complètes de fractioii««t>âvQiPg<âtitttsirëf8f fo quaiiftiVé d. 

Fractions^ crois santés ^et plus petites que a, 

( y -Qi? + 4 
Çi -^ i)D + C 



A 


5 + ^ 


a£ + ^ 


2" 


^^^., 


d'È'4j^'-' 


e 


0» -f C 


aû+ C 


C^' 


zy + c" 


aDi+CT'' 


£ 


F4. £ , 




£" 


F' + JS." 


etc. , 


e«f. 
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Fractions décroissantes et plus grandes que a. 



^+1 


aA+i ZA+i 


08-1)^+1 


l ' 


a ' 3 '•• 


/9-1 ' 


B 


C+B aC+B 


(/ — i)C + 5 


W 


C+B" aC+5"- 


•• (^-i)C + 5" 


D 







etc. 

)> Si la quantité a est irrationnelle^ les deux séries pré- 
Yi cédentes iront à Tinfini, puisque la sérielles fractions 

' ji B C 

y) --py-sti -pi etc., et que nous nommerons dans la suite 

w fractions principales, pour les distinguer des frac- 

n tions intermédiaires, va d'elle-même à l'infini (iâ6). 

)) Mais si la quantité a est rationnelle et égale à une 

y) fraction quelconque r= , nous avotos yn dans le numéro 

)> cité , que la série dont il s'agit sera terminée , et que la 
)) dernière fraction de cette série sera la fraction même 

1) -^ ; donc cette fraction terminera aussi nécessaire- 

}) ment une des deux séries ci-dessus , mais l'autre série 
)) pourra toujours aller à Tinfim. 

» En effet , supposons que i" soit le dernier dénomi- 

)) nateur de la fraction continue ; alors jy sera la der- 

» nière des fractions principales ; la série des fractions 
Y> plus grandes que a sera terminée par cette même frac- 

7ï tion jp, et la série des fractions plus petites que a 

Q 

» se trouvera naturellement arrêtée à la fraction -p , 



J 
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y) qui précède yr? •, maia pour continuer w cette dernière 

série, il suffit de remarquer que la fraction qui sui- 

. D . 

vraitg^, savoir, 

(t se réduit à ^, quand f =: co , ce qui arriye lorsque 

n i" est le dernier dénominateur (lao). Or, par la 
i> loi des fractions intermédiaires , il est clair qu*à 
n cause de i=t:oo, on pourra insérer entre les frac- 

C E * ' • ^ ■ 

1) tions -r^ et -p une infinité de fractions intermé- 

yy diaires , qui seront 

D + C flD+^ 3Z> + C \ 

dt+c' 5FTc^' ssq^c^ ' . • 

■ ' ■ c 

» Ainsi, dans ce cas, on pourra, après la fraction -^ 

)) dans la piemiére suite de fractions ^ placer encore 
TD les fractions intermédiaires dont nous parlons , et les 
m continuer à Tii^ni. 

i35. r) Une fraction exprimée par de grands nombres 
n étant donnée^ trousrer toutes les fractioiti en moin- 
j) dres termes , qui approchent si près de la yérité, qu'il 
m suit impossible d'en approcher davantage par des 
» fractions plus simples, 

» Ce problème se résoudra facilement psr la théorie 
n que nous venons d'expliquer. 

D On commencera par réduire la fraction pi^osée 
m en fraction continue , par. la méthode du nP lai » en 
n ayant soin de preadre toutes les valeurs approchées 
yy plus petites que les véritables , pour que les nombres 
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^ tt, fi, y, etc. , soient tons positifs ; ensuite , à Taide 

r» des nombres tnmrés ot , fi, >,.et!C., on formera , d'après 

j^ B C 

fl la règle dû n* ià6, IttsfirAdtions -y, — ,, ^ , etc. , 

i-i dont la dernière sera nécessairement la mène que 

D la fraction proposée ^ parce que, dans ce cas , la frac- 

)) tion continqe est terminée. Ces ^actiçns seront al- 

n ternativement plus petites et {|lus gic&ndes que la 

r> fraction donnée , et seront successivement conçues 

* en termes plus grands^ et de plus, elUts ^eropt telles, 

D que chatmne dé ces fractions approchera plus dé la 

)» fi^^çtion ^onnéè » q^ m poiOTai/t faut lOut» aiâlre 

1) &actip9 q|i«lcqnqu^. qpi 9^ffà$. i^ougm jw itenôes plus 

n #fppl^. ^imi<m ^^^ ^W<^ moyeo ^uteâ k»£aio^ 

)) tions conçues en moindres termes que la plropo&ée^ 

-n qui pourront satisfaire au problème/ 

n Que si l'on veut considérer en pa^tidnlier lesiiiaa* 

)) tions plus petites etjes fraçtiqns plus grandes que la 

i> proposée, pninsérera enti;« ks fractiop^ ox'^éc^entes 

n autant de fractions intermédiaires que Ton pourra , 

3^ et Ton fp for^c^a d^ijO^ suites de fractions OQàv«r- 

» gentes j les unes toutes plus petites et les autres toutes 

» plus gra^ndetf que là fracticqi! donnée (*i33 . i35 ejt 

» i34); chacune de ces suites aura en particulier les 

n mêmes propriétés que la suite' de^fractions princi- 

Â" B C 

)i. pftks -^,x -gf} :^i «te. ; Qî^r les fir«cliQ^^ âam.tdia- 

ft que suite , Seront successivement cotiçues en pluis 
a grands tenbes , et diactiâè'd'elte approchera plus de 
w la fraction proposée, que ne plourraît faire ^^cune 
)> autre fraction qui serait paréaïemetit plus petite ou 
n plus grande que la prbpôsëei, mais qui ferait c^^nçue 
ii en fènrféà plîw sitnples. ^ ' , 

n Au reste, il peut arriverr* qu'une des fractions inter- 
n lâédkyhrés'd-un^ série n^approche pas si près de la 
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j) Iri^tiop Jiow^e, qu'une 4^ J&r^tioos 4e X^^P 9^^ 

w celle-çi;,ç'eAt pftïirqttCiii,iJ ^f pç^riewt 4'^ewplpy^r Jps 
)ï fractions intermédiaires , que lorsguçn yj^%^^ }f» 
n fractions cherchées soient tontes plus petite o^^. toutes 
n plus grandes que la fraction dopi^« 

i36. )) Suivant La Caille , l'année sot^re est de 365^*5^ 
« 48' 49'> et par conséqjient plira lôpgue de 5*48' 49" 
yi que Tannée commune, qui est de 365^^ si cett€ dif- 
-j) férence était exactement d^ mx heures^ elle donne- 
n rait un jour au bout fis jqiiatre années communes ; 
)) mais si l'on veut savoir au juste au bout de combien 
p d'année.s coçiiipiun^ cette différence peut produire un 
y) certain nombre Âe jours , il faut chercher le rapport 
)> qu'il jr a ei?trî fl^^ et 5* 48' 49* > ^^ trouve ce rapport 
w =11111; '^Ç; sorte qu'on peut dire qu'au bout de 
n 86400 fim^^ communes , il faudrait intercaler 
Tfi 20339 jp^Lfs pour les réduire à des années tropi- 

D Cov^^e le rapport de 86400 à 20929 est exprimé en 
» termes fort grands, on propose de trouver en des 
» t/srmjçf plijs petits 4^ ri^gortf awssi j^fjppphp^.àe 

)î On réduir^ doi^ la fraction ff |î| en fraction con7 

* ■ ' '■ I l \' ' i t ^\. ' .■ ' " '!' i ' ' 

(*) 0^ tfpeik année solii^ire on annèç tropique l^espace de jijQoms 
qaHl fant peur ramener la terre âans la même position àTeg^nl dn 
soleil. Les astronomes ont conclu des observations, que étt espàd^ 
, est de ^ jours j5 henrfs 4B n^^utcs 49 secondes ^ fi il suit «^ là 
qu*au £>pj^ à^^^ S^^i. ^^ à^e onn^iduile, jj s'eà.faiit de 
5 hieures i^ mSftutes 49«6condes-qne k terre n^ail aehev^ sa'rcvo- 
JR|io>i frâftmf^V^^okdL €e conjpiiSmcDt se ujotiite aotnpris. dans 

rempUraien^ 4 ^P^ ^^ ?° jour. ' ' ' , 

■ L^ Jours qu*on ajoute -pour accorder les içévplutions de |;^ teri-e 
avec W. années oiviles, s'âpptAhxit ji>xtri int^reatàires, ùumter-. 
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y) tinue par la règle donnée dans le n^ lai . )i En dispo- 
sant Topération comme ci-dessus , les dividendes seront 
placés à la gauche des diyîseurs , u et Ton aura 



aoqâqt864oo 

185716 

a684 



4=* 

209 a< 
1878! 



23141 



2684 



1=3. 



ai4i 
1629 



61a 



3=> 



543 
5ia 



3i 



isst 



5l9 

49e 



i6=C 



16 3i 
16 
i5 



i=« 



i6|i=:9 
i5| 

iji5|i5 = « 
|i5| 

o. * 

)> Connaissant aiilsi les quotiëns a^ ^^ y, etc. , a la 

règle' énoncée à la fin du n® ia6^ fera trouver aisément ^ 

la série des fractions principales ; -^ , -^^ ^ etc. ; et en les 

jplaçant «sous les quotiëns ^qui leur correspondent/ il 

Yjiendrà . 

^ 4, 7» 1» 3, • 1, iS, 1 , . V, ; i5, 

■ A «â 33 lft§^ 161 a-70 4. - A165 . S 5 6g . ' ii^o^ 

tt OÙ Von voit que la dernière fraction est la même que 
» la proposée. 11 Si , dans cette opératiofl/l'on rencontre 
quelque difficulté , elle sera levée par les détails sùivans. 
a On écrira d'abord la suite dès quotiëns 4 9 7> ^^^'f 
» et on placera au-dessous les fractions qui en résultent. 
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fi LW première firaction aura toujours pour numéra- 
:) teur le nombre qui est au-dessus , et pour dénomma- 
5) teur Tunîté. • , 

» La seconde aura po\ir numérateur le produit du 
7) nombre qui y est au-dessus par le. numérateur de la 
71 première; plus l'unité ^ et pour dénominateur le 
» nombre même qui est au-dessus. 

» La troiisième aura pour numérateur le produit du 
n nombre qui y est au-dessus par le numérateur de la 
yi seconde , plu^ celui de la première , et de même pour 
)) dénominateur le produit du nombre qui est au-des- 
y> sus par le dénominateur de la seconde ^ plus celui de 
n la première. 

n Et en général ( d'après la règle du n° i s6 ) chaque 
n fraction aura pour numérateur le produit du nombre 
» qui y est au-dessus par le numérateur de la fraction 
n précédente , plus celui de l'avant-précédente , et pour 
}7 dénominateur le produit du même nombre par le dé* 
)) nominateur de la fraction précédente , plus celui de 
« Fayant'précédente. 

fl Ainsi, 29 =7..4-fi, 7 = 7, 33 = 1.29 -+.4, 
« 8 = 1.7-1-1 , 128 = 3.53 -l-ag, 3i =5.8+7, ®^ 
î> ainsi de suite. 

n Maintenant on voit par les fractions i,^^^, etc. ,. 
n que l'intercalation la plus, simple est ceRa d'uni, jour 
)) dans quatre années communes ^ ce qui est le fon- 
}) dément du calendrier Julien, mais qu'on approche-. 
7> rait.pbis de l'exactitude en n'intercalant que sept 
y) jours dans l^espace de yingt-neuf années communes» 
?) ou huit' dans, l'espace de trente-trois ans., et ainsi 
Tt de cuite.'* 

î> Oi> voit , de plus ^ que comme les fractions f , -^ , v 
)? sont alternativement plus petites et plus grandes que la 

Comp. des Elém, éCAÎg. 18 
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ai* 
r) fiTACtiôa lllêl oo ^^^ ■ » » TintercaUrtion d'un jour 

yt sar'qnkcre ans sera trop forte , celle de sept jours tmr 
» TiâgtHOtof ^u» tv^ faible, «ella de kmt Joom aur 
7> tr«iit»4#oitaii»tiopf(»r«e>et*aiMî4idiiile^miâiblia« 
}Y cane de «es iaitèrealaticsis «eta toujoori la pkM eaaote 
}) quil est possible daiiè k méttie MpaM éè taittp»» 

1» th* j et Tm tanga èaA» ièùx aérîfes parikHiliàMs tes 
79 fraeikmâ-plM petite» t^tletfraeiiofiatpIiMfraEadaft ^6 
n la frâetk»â dônaée» M y pcAirm etieore ias^r diSé- 
l'i rentes fradiôiis ifiterméifiait^ ptmr tampikae le» ^ 
i) ries ^ ^t pour «seki on smivra le taéme procédé qoê ei-*> 
7^ dessus, mais en prenant successivement à }a place de 
» diM4^« âOQibre de la série supérieure tous les nombres 
7> «nlMes mcmdrea que ce «oxabre (lorsqu'il y en a). 

7» Ainsi , considéiwit d*aborâ ha fraetioÏM croiiMMes 

T> X> 3T> 694. > Vof&é' 

7) on voit qu à cause que T unité est au-dessus de la se- 
77 coude ^^ de la troisiètnô «t de la quatrième , on ne 
n pourra placer aucune fraction intermédiaire , ni entre 
7) la première et la seconde , ni entre la seconde et la 
i> ttàUi^îae^ ni entre la troisième et la qm^rièloe; mais 
7) cômtii^ là dernière fraietiott'a atu-âessti» d^^Dê^le no&r- 
j7 bre i'5, on pourra, entre^^tt^fractrem et k précédente, 
77 placer ^tori^e feietîôâs itkétttièâtaires, doitfi k» mt- 
)Vmérat«ur^ formeront ht prûgteaêî&ÊL put dîÉérMide, 

n eft dôlit liss -dénominatéurè fbruH»6iit smsà la pitogr^»- 
» sion 694+1349, 604 + 2.1549, 694+3*ia(9, «te. 

7t Par tk iûûytïx , fa strhte t^mpHèté des fractions 
5> croissanttessfera 



DES ELÉMENS D'ài^CÈBRE. 2^5 

* il IM »<<»^r 8^^ UB03 ISM± »6 Ut J>a7.i> 
T> 8 > ST* 694. » aoA3 > «39» »' 474* > 6 o Ô o i 7439 • 

éYlv >roi37> iiil|> i^t35> 14184» * 5Î33 > tHt»î isajï » 

T5680» dSarl » 

)) et comme la dernière fraction est la même que la 
^ finactiooi donnée , il e^ cUûr qae cette «érie ne petit 
yt pt$ être pouffiée plus loin. 

» De Ul on voit qne si ron ae veut admettre qetè des 
% intetcalatians qui pèchent par eacoài, tes ^ti$ limples 
Y», et kl plas exactes eercnt ceiks d'un ^ouj: sur quatre 
n années, ou de huit jotire sur tmnte4rois ans ^ on de 
Y» tretlte^neiif sur cen^ mixante-tin ans , et ainsi die stflte. 

f) GottèidérMis maintenant les ftacttons décroissantes 
• 

)> et d*abord| à c^use du nombre 7 qui eBt au-dessus 
}) de la première fraction , on pourra en placer aiy autres 
)> ayant celle-ci , dont les aumérateurs formeront la {mto* 
« gressionpardiffér?nc* 4+^» i*-4+*» S.^-f^i^ elo,, 
)•) et dont les dénominateurs formeront la progBesâioo i » 
)i â 9 3 , etc. ; de même , à cause du nombre 5, on pourra 
1^ ' placer entre la première et la seconde fractions , deux 
}7 fractions iôtertné^aîres ; et entre la seconde^ et la troi- 
)) sième, oh en pourra placer l5, à cause ^nombre i9 
» qui est aundessiis de la troisième; mais entre cellei-ct 
» et la âenièrè on ti*en pourrait insérer tmtxtaé , à 
1^ cause Hûe lé nombre qui est aùH!e»siis est Inanité. 

)) De plus, il faut remarquer qne comitte la série 
n précédente n^est pas terminée par la fraction donnée , 
)) on peut encore la continuer aussi loin que Ton veut , 
1) comme nous l'avons fait voir dans le n® i34. Ainsi 
)) Von aura cette série de fractions décroissantes , 

18.. 
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5 9 1.1 »7«M«5»9£a9i lii Mi A^ 6±L TJS 
7* tfT»ir> 4>X» 7>i5»»S' "Si *To » To^» ttSf Tir* 

91^ lofti i«5S 14.1 g 1577 1738 1899 «eBo •••! 
âïb» TîT' 3*4 > 343 > 38» > 4*1 > 46o » 499 > 538 > 
*3B« fl5A3 a704 55 6 9 9i969 178369 •64769 35ii69 
T7*7"* 616 ' 655 ' rîtî* »»î7t> 43V07 > 64136 » 85o65 > 
4375 69 p*c 

D lefiquelles^sont toutes plus grandes que la fraction pro- 
)) posée , et en approchent plus que toutes autres fraç« 
)) tlons qui seraient conçues en termes moins simples. 

)> On peut conclure de là que si l'on ne voulait avoir 
}) égard, qu'aux intercalations qui pécheraient par .dé- 
)) faut y les plus sin^plea et«les plus exactes seraiept 
?> celles d'un jour sur cinq ans , ou de. deux jours :sur 
» neuf ans , ou de trois jours sur treize ans , etc. 

-it Dans le calendrier grégorien , on intercale seule^ 
)) ment quatre-vingt-dix-sept jours dans quatre cents 
)7 années ; on voit par la table précédente qu*on appro- 
^•) cherait beaucoup plus de l'exactitude en intercalant 
» cent neuf jours en quatre cent cinquante années. » 

Tous ces calculs y dépendant de la durée de l'année , 
sont liés aux progrès de l'Astronomie, et l'on trouvera 
dans le Traité d'Astronomie de Delambre ce qui ré- 
sulte de l'état actuel de la science. 

i37i u Nous avons déjà donné (isB) la fraction con- 

)) tinue qui exprime le rapport de la circonférence du 

» cercle au diadiètre , en tant qu'elle résulte de la frac- 

n tion de Ludolph ; ainsi, il n'y aura qu'à calculer de 

V la manière enseignée dans l'exemple précédent , la 

i série des fractions convergentes vers ce même i^ap* 

t> port I laquelle sera 
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« 



3> 7*^5, r, 394, i, 1, 1, a, 

3 a* lia 355 . 103893 io>3i8 . «og^A i Si»6g? g3|yia 
i> ^> io(J> It5» 33io« *Tr»i5 > €6317 > ^TSS» / ftèSSSÏ* 

ii46Àog 4.1iy9it3 5igi985i goi4.3g57 ift5yo7o85 «i^gSog»* 
3649tS > i36oifto> 1 7 «ôo33> «55 io5gft> Ta 746 fST^ 7g»T6X79»' 

, i> ^» ' 2, a, a, 

Ai'>55798 7 1068 966g 96 a5494 9i779 6167950454 >4gg539«e 87 
a3aooAd7<'3>o«6ft73i ' gi 15^8438 '1 9633a 96o7^ 4V3Viâ7â5a > 

1, . 84, a, . 1, : 

a 1053343 141 I7g3366>i653l 3587 735776103 537i 1 5>9Jt7.-^X 
"ïroi4i7î59r>'TgT663ô?74o8 »it4»o«76g»ô7^>r7oî7îo7^'5H3» 

- 1, i5, 3, 

8958337768937 13975S>1 85>6789 4ft8»t4S93 i493o4 
S8?I71846Î557> 444854677oftg53 > 1 J63og&aj57oM 7 > 

ï3, 1, 4, 

57o6674»>«o6774i 6t 3 48995ft 54i 7o4S 3oft4 6«73o 3373.'>9« t 
i8i649>o48ti4i74> i.95ft799i 6968449t > 96»768.77ft68Srâr338 > 

a. .. ■ 6, , , 

66'6*y44559»8888 87 43ooio 946 59i o69a43 
aiftogi746Â3389aT7 > i36t76T33467i 8734o > 

. 6, , .1. 

• 64669.31 •51393043 45 3»767o4py 1730:173588 . 

« 41 4 6 85 »7 4* 65 1 3 • «7 » 9793453ft»8937oo547 * ' 

}> Ces fractions seront donc alternativement plus pe- 
1» tites et pins grandes que le vrai rapport de la cîrcon- 
9) férence au diamètre , c*est-à-dire que la pfemière ^ 
D sera plus petite , la seconde ^ plus grande y et ainsi 
p de suite», et chacune d*elles approchera plus de la 
9) vérité que ne pourrait faire toute autre fraction qui 
9> serait exprimée en termes plus simples, ou en géoé- 
D rai , qui aurait un dénominateur moindre que Je dé- 
7) nominateux de la fraction suivante ; de sorte que Pon 
3) peut assurer que la fraction f approche plus de la. 
n vérité que ne peut faire aucune autre fraction dont 
n le dénominateur serait n^oindre que 7 y de même la 
11 fraction ~ approchera plus de la vérité que toute 
n autre fraction dont le dénominateur serait moindre 
TU que 106^ et ainsi des autres. 
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n Quant à l'erreur de chaque fraction ^ elle sera tou- 
yy >(mrs moindre qofe Tunité divisée par le ptodaft da 
7» 4éiK>imnat«iir ^ 00tte fir^on par cel^d dt fa frài> 
11 fio9 suivant^. Ainsi ^ Terreur de la fr^^tion f sera 
n noîodie que } , celle de la fraotita ^ «em moiadre 
71 que y77ô7> et ainsi de suite. Mais en même temps 
» Tetteur de chaque firaction sera plus frand^ qfx^ Vor- 
ti nitA Avisée par le produit do dénominateur de cette 
» fraction par la somme de ce dénominateur et du dé- 
n llel^înate^rdeIafi'aptiQQâ»VTalrta; de aorte qmP^^ 
71 reur de la fraction 4 sera pins grande que ^.» celle de 
» la fractkn ^ plus grande que T;rn t *^ ^^"oà, de 
71 suite (191)* 

. 7> Si Von Tonlait maintenue séparer le» firaetione filai 
ii petites que le rapport de la circonférence an dia« 
71 mètre, d'avec les plus grandes^ t)n pourrait , en in* 
71 sérant les iractîon» iatermédiatrea ooirvenaMes , for- 
71 mer deux suites de fractions , le» mies croissantes 
71 et les autres déerobsantea vêts le vrai sapport dont 
7) il s'agit ; on aurait de cette manière 

Fractions plus petites que ,. . ;^* » 

iMiZ.iLâ.âlMlAlà4lZlza è£Il M3 sAk §M 
9a y -gT^ lo'e» fff* 'ss» f a:^ 9 ^iw^T^f^^» ^^'i 

Fractions plus grandes que ' ,^v^* , 

5^1935» 8S5 63aô8 I6S707065 ,i.H5JyMg t4>» RijC<Hrm <»*-% 

I 7 a Ô^sl"» â7a<J56J5> 5 » 7 4.€ i 9 7 I^TSi o o%T7T >'Ârrké'h fo 7 > ^^' 

71 Chaque fradiioEi dé te première série approche plus 
77 de la vérité que ne peut faire aucune antre fraction 
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}) faire aucune antre fraction exprimée en termes {4m 
y> simples et péchant par excès. 

y) Au reste, ces aéruftl^niend^aîent fort prolixes, si 
Tfi l'on voulait les pousser aussi loin que mm.MiiSBIlà 
y> fait à Yé^4 des frac^pus principales ^onn^es ei-des- 



. )> sus. D 



i38. Après les exemple^ pjçéçêdeo^ > jie^ jecteurs 
ti^ouy<»ront sans peine les diverses valeucs .^ppi^çcb^ées 

*> •> 5> ia> as > • Tq» »69' ci^«; 

au moyen de la I^ackioft continue . 

' •* r 

Une semblable fraction , dans f a^Be fe» ëShèttShSi- 
teurs sont toujours les mêmes ^ ou reviennent dans un 
certain ordre, se nomme /ract{o» ù9ntinue périoéUque , 
et peut toujours êtr.e rè^dée comme la racine d*une 
équation du second degpé. 

Soit la fraction a + r i ^ 

^5 + etc. ; 
en la faisant égale à a; , e» aura 



1 



•f^ete» 
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Le nombre dëa fractiona intégrantes étant illimité, II eat 
'évident qu'on peut substituet^nooré «— - a à Peasemble 
des fractions ({tti ènivènt là première, en sorte qu'on 
aura 

i 

d*oùil8tiit ;...>, 

ô:* — (aa — 6)x'+-o*— afc-^ i = o, 

équation df laquelle, dépex^d l'inconupe x, qui repré* 
sente la fraction proposée^ • ' * *" 

Si i*on fait b = 2»a , ' Féquation ci «dessus devient 
X* — q^— i=o; et la fraction ^ 

donne la valeur de V^a*-<f-i. ' , . 

Quand ar=i , il vient ai='^a, ce gui justifie VeX" 
pression indéfinîé rapportée pin» haut <(*). 

Soit «qcpre la fraction. eontif|ne . . 






c + etc., 

* . * •• ' " 

dont la période embrasse deipc fractions intégrantes \ 
on aura, dans ce ca9, _' ,._ 7 '- ^ 

; -■"•• 1 . ■ ^ 

c + etc., 

(*) Elle s'obtient ansn por des considérations gdome'triqaes. (Voy • 
mes Elémens de Géométrie.) 
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et on substituera a;-^a au lieu de toutes les fractions 
tjui suivent la seconde y il viendra 



'O^SS' 



*+ 



dont on tirera " ' • 

ftx*— (2fl6 — 6c)x + a*b'^abc'^c=: o. 

Il est facile d'étendre ce procédé à telle fraction pé- 
riodique que ce spit 

iSg. Réciproquement: uhe équation 'du second de- 
gré étant jdonnéô/ôn en tirera une fraction continue 
périodique , en lui appliqua:nt la mé^ode donnée 
{^Elém., S2i) pour résoudre les épations par ap- 
proximation. . . • ; • 

L^opération est bien simple'par iràpport à l'équation 

a:*— (aa — 6)>j:+a*— ?a6-- 1 s=o 
dû xmméro précédent. Ert faisant à:=a+ - , il vient , 
af^^s les réductions,^.: . . 

j;4--— 1=^6, ou* (3^ — 6)jj^ — i=so, ' 

équation d*après laquelle on reconnaît sans peine que 
y doit être compris^ entre fr et fr -|- 1 ; et posant en 

conséquence j^ = 6 -f- ---^ ^ on trouve encore 

Les transformées étant donc toutes semblables » b sera 
la valeur approchée àé chacune des inconnues y , y^, 
y, etc. , *et Ton aura par conséquent pour x la pre- 
mière des fractions coiitinues littérales posées dans le 
numéro précédent. 



Foitr h démotuitratic» du ca$ g(§n4ral de la propoil- 
tion d-dessus , je renv^nrai afsc MdUioni^ i F Algèbre 
d'EuIer^ p. 47^ , et au Traité de la Bësoluûon des 
Équations numériques, par Lageaagtr ^idit. > ?• 5g. 

De quelques autres transformations deikp^thn^ 

i^ô. On a vu dans le n^ i ai que la fraction continne 

' ■ * ' . A 

équivalente au nombre fractionnâire^-^ ^ <^*Qblei)ait de la 

mçQQ miinièce qu'on procéda à la rechecoh* djci^plns 
grapd çonjnwu.diTiwur.^ j^$t-4-dir« en divisapt^rf 
par Bf pvis iff par lie te^te C^ piii^ ae premier «ester C 
par te aeçqnd /?^^ «wi da wîte^ On pept, au U»d3 
prendre àchâqife opération partielle nn nauT^aft dx?!- 
4^d^ ft i^ftp^jye^u dîFÎieiVït diviser le premier nom- 
bre A par B , puis par le reste C de cette première 
division, puis parle reste t? dé ta seconde, et ainsi 
diB snjt^ Ob oMendra, d*açrif ce prpoédéjk «ua ««- 
pèce de frétions convergentes, remarquées d'abord 
par Lambert, et traitées depuis par Lagrâbge, dam 
le volume des Débats de lÉcole normale ^^%à9Si& le 5* 
cahier du Tournai dé t École Pbty technique: 
Si l'on fait successivement 

A = nC + C, 
A ^n^^ C*, 
A = n''C^+ <r, 

6tC. • 



o^eif d«4wA 
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d'où l'm coocU^a OB» 4irasei valent^ > 

5 = m +5, 

^ ,A C 

5 — m +5;^ — j,^, + 1^, 

etc. 

l<^ frtfllieii ^ «st aioii trMsfomute d«Bi une étiite 

conireigente; car JI est iiâd^ ^e le^ çaotiens Oi n'', 
n% etc« j ToA en croîss^t;^ t^dî^ ^e les restqs C ^ 
Cfy C, etc. ^ dîminuent sans cesse : on yoitj de plus, 
que cette série doit s'arrêter toutes les fois que le nom- 
bre -^ c0l ral^^p^iel. ^9 effrt, la siBte des #7isions 

prescrites par le procédé ci-desans conduit nécessaire-* 
ment à un quotîent exact » Jorsque ^ et IJF sont des 
9QinI«et Mtî«ni , ptiiffue k» rMt^t ^«ioii^nt summàr 
vement^ on doit finir par en trouver un égal à Funi^é 
quand tes nomb.res A et B sont premiers entre eux. 



Ht. Si Ton pifend^ as hm an mombte firaotiQ»* 

naîrç -=,la fçactîon proprement dite j^ dans laquelle 
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C^tl, pnanra 




etc. 
â*où Ton tirera successivement 

B~n £nl , 

B n nS ^ Bnnf^. 

etc. 

Toutes les iractions partielles de ces résultats^ crx- 
cepté la dernière , ont pour numérateur l'unité. Cette 
dernière donne toujours ^ l'erreur qui réyilte de l'en- 
semble des autres. Il est facile de conclure dé là que 

les yalênri 

t. . ■ . * 

.1 11 i.i|ïi. * 
- -, •^^ -^ — j ^ ■ ; ■ V , etc. , 

sont alternativement plus petites et plus grandes que la 

'C ' ■'■ * ' . 
fraction ^^ en strpposant toujours les Retiens fi^ nf^ 

n", etc. I pris comme en Arithmétique. Il serait facile de 
trouver les modlÉcatîons qu'apporteraient dans cette 
conclusion et dans les signes des fractions partielles , des 
quotiens pris tantôt en excès et tantôt en défaut ; les con- 
sidérations analogues développées dans le n^ 1^4 ^^ 
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dispensent d'entrer ici dans aucun détaii à cet égard ; je 
me bornerai à faire remarquer que Ton aura une ap* 
proximation plus rapide, en prenant toujours^ le quo- 
tient au plus près ^ soit en^^essus ^.soit en«-dessoi|s. 
Je ferai encore Remarquer que Ton peut obtenir, 

pour le nombre fractionnaire -^ , des expressions sem- 
blables aux précédentes, en substituant celles •" ci à la 

C A C 

place de -^ dans l'équation -5 = m + ~ . 
IS * Jp B 

Si Ton applique ce qui vient d'être dit à la fraction 

rxh> ^" trouvera j 



â4 
f 



iio3 6 5.47 5.47«5o 

I .1 



5.47 «Bo. 367 5.47.50.. 367.551 
1 



5.47.50,367,551.1103' 

On peut employer aussi ce procédé pour obtenir des 
valeurs approchées de fractions décimales , en ayant 
égard à ce qui a été dit au commencement du n** 125. 
Si l'on en fait usage pour déduire de la fraction \\li\\, 
des valeurs approchées de V^â, on trouvera 

En partant de la fraction de laquelle dépend le rap- 
port de la circonférence |u diamètre (ia5), et prenant 
les quotiens au plus près (ia3) , il vient 

circbnf. g 1 i « 1 , 

. diamèU^^ "'"7 7.113 7.113.4739 

. 1 * ' ■ ! . 
j 7.113.4739.47^5^ . * 



bM coiirutMiiiT 

t4i. Od a fait roic, eu» I« b« t«B , ifCea ^iMgam 
paf 

A B C D E If 

J* F* V^ W* F* #•' 

la awta du fcactioni cosvciseiitM veto k yw^irtréa , 
déduites de la firactioa contiime équÎTalente à cette 
qaantStJ , oa àvatt 

B A 1 

«' "" ^ ~ 7]?' 
C 5 _ 1 

^ ~" 5> — "" 5^' 
i> c 1 

E D I 

il en résulte 9 pout a^ Cètt^ suite de vàleura^ de plus en 
plus afptocbéee , 

etc., 

ce qui offre encore une teansformation de Texpression 
de a en série convergente , finie si a est rationnel , et 
infinie dans le cas contrais. 

Cette dernière transformation est d*antâiït plus re- 
marquable , qu*£uler en a dré un moyan de'conyârtir 
en fraction continue tonte série dost les termes sont al* 
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ternatîvement posîtîïi et négâfifa. (J^qy, le^cliap« XVIII 
de Vlniroduclio injinalysin înfinîtorum.) îî y est re- 
venu àepiiis , ctant le si^ Tolume de ses Opuscula analy^ 
tîca (pag. iS8) ; mais ces redhercliês sont trop con^Ii- 
quées pouf trouver place îcî. 

li^.' On peut généraliser la réduction des tractionà 
ordSujikwi «à inoticnai déciaBalai» « «e proponiot de 
cofiV«(r|ir «ne fraction quelcoAque en une antre d'un dé- 
fi 
nomiirattBfttt ddnàf. ^ étant la prettSère, ist Me Atbû^ 

minatf ur donnée la eeooxvle aura évidemment pour nu- 

méMitein: le qMCîttat «^«évialné en Ddnbrei ciitierB« Si 

Vott tepeétmmiSB qwotietit fKir k tt le Tdste ^ar C» oo 

a exactement 



bC ' . C' ,. , C n , ef 




bC 




bC 
B ~ 




etc. , 


> 


résultats daequels on tire 


C 

B~^ 


= 6+55' 


C 








etc. 
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L'application des raisonnemens faits en Arithmétique 
sur I^ £ractk)D8 décimales , conduit facilement aux 
conséquences que fournissent les tfkpressions^ ci -des- 
sus ; et les considérations qu'on y a développées dans 
le n' 97 montrent en particulier que si la 'fraction 

C 

-^ est rationnelle , les quotiens n , n', n', etc. , doi- 
vent nécessairement avoir des retours périodiqaes (*)» 

144. Les diverses transformations dont je viens d*ez-^ 
posMT succinctement Ipa principes se déduisent de 
l'équation 

Cb — Bc :sz ±2 D, 

qu'on obtient en comparant deux fractions » et t pour 

connaître leur différence , dont le numérateur est alois 
exprimé par D. 

i^. Si r«n veut^ en supposant le numérateur* c = 1 , 
trouver pour b un nombre entier tel ^ que la diffé- 
rence D soit la plus petite posable , il est Tbible 
qu'il faut &ire b égal au quotient du dénominateur B 
par le numérateur C; et désignant ce quotient par n> 
on retombe sur l'équation 

C_i_C 
/ ' . B~n B^\ 
trouvée dans le n^ i4i. Traitant de même la fraction 
•^ et les spîvantes , on opérera La transformation indi- 
quée dans ce numéro. 

(*) Lagrangc (Jouma/ de l'École Pofytecknû/ue , 5^ cahier, p. 
98) proare, par le mojeades fractions du n? 140, queplosieurs ex- 
pressions , parmi lesquelles se trouve celle du nombre e (106), sont né- 
cessairement irrationnelles; Lambert. s'e'tait déjà occopë da même 
sa jet , et particulièrement dil ra|>port de la circonférence an diamètre. 
{Mémoires de l'Académie de Berlin , année 17631, page ^65.) 
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2^. Il est visible qu*en 36 donnant le dénominateur^ 

on tombe sur la transformation du numéro précédent* 

3^. Enfin si , laissant les deux fermes de la fraction 

r indéterminés, on parvenait a découvrir la plus petite 
valeur dont ils sont susceptibles. en vertu', de Téqûàtion 
^ CB — Bc'= ±: 1 , ' 

dans laquelle D est le plus petit possible , on reprc^ 
duirait , dans un ordre inverse , les fractions conver- 
gentes qui résultent de la fraction continue équivalente 

C 

k ^. Cela est évîdeiffC' par les équations 

£A' — Jff = I , . 

CB' — BC = — i , 
DC — eu ^ i, 
EV — DÉ = — \/ 

r etc. , 

• • -A ■ B C 
déduites de la comparaison des frabtibtas -j?, — , -, '^ , 

jyy etc. , dans le n° 1 28 ; car la dernière de ces fractions 
étant la proposée , l'avant-dernière sera identique avec 
- ; faisant ensuite c6'— bç^=z ±: x , l^fraètiçrj r, ^ dé--. 

terminée comme ?> sera nécessairement Tantépénul- 

tième cônf ergente , «t arnsi de suite. 

C'est sur ces rapprocbemens qu'est fondé l'eitcellent 
Mémoire de Lagrange sur là transformation ^es frac- 
tions ; on y trouve lesmoyensid'obtenir les nombres è, Cy 
Vy c', etc. ; mais comme il ne contient pas tôiite la théo- 
rie des fractions continues , j'ai cm devoir encore pré- ^ 
feirer le texte de ses Additions à l'Algèbre d'Suler , 
qui, plus complet » se lie d'ailleurs m«eux^ avec iesdi- 

CompL de9 Elénu d^Alg. 1 9 
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Vèr» ouvfages où l'on traite des fractions continues. 
Léê UeteQri que cette matière peut intéresser auront à 
coosuhep , ^ 

Les Œuvres de Wallis; 

Descriptio automati Planetarii , Œuvres d'Hajgens; 

VJntrèdûctio m Analydn inftnitorumf d*£nler; * 

Plusieurs Mémoires de 1* Académie de Pétersbourg 
{^Anciens Coxnjjn- , tom. IX et XI; Nouveaux^ tonj. IX, 
XI et XVin j Actes 1779 , I^ partie) ; 

Ceux de V Académie de Berlin (années 1767, 17S8, 

Ceux de 1* Académie dos Sctenoes de Paris ( année 
177a, I»* partie) ; 

Le a* volume des Etéfhçns d'Algèbre, d'Euler ; 

Les Opuscule andlylicck > d'Ëuler ; • 

Le Traité de la Résolution des Equations numéri^ 
ques , de Lagraége ; 

La Théorie des Nombres, deLegendre; 

Et enSn le 5^ çsM^t di| jQumqf d$ tEcah Poly- 
technique, 

Notions générales sw t Analyse indéterminée, 

145. Lorsque^ renoncé d'qne question fournit moins 
d*équiations que dlncdmiiies , Cette question est indéter- 
minée , parce qu elle est susceptible d*un nombre infini 
de solutibû^. S'il Vagissait j'paf exemple , de tronver 
deux nombres dont U somme fut égale à. lo^OA amrait 
réqpatfpj?. ; *^ 

ettqadb|iie; ^raloiir i|tt*om à^m^ hy,(mw trouverait une 
pottr! oi^ Ttuù$ «n se bi^rn«nt à; . uq prendre pow l'une 
el Feutre de créa inGQmiaç$ . qu« de^s nombres entiers 
pofitifi^il est é^è^tt/^ù'cm ii^e peut avoir ^e les xxesf 
sebitifoins swantee;: 
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4: = 1, a, 3, 4> 5, 6, 7, 8, 9, 
y ^ 9> 8> 7, G, 5, 4i 3, 2, 1, 
et les quatre dernières ne doivent pas être regardées 
co;nme dilTérentes de^ qnatre premières j puisqu'il sufBt 
de changer a; en j^ pour rendre celles-ci identiques avec 
les autres. 

L'exclusion donnée aux nombres négatifs et fraction- 
naires ne lîmitie p^s toujours le nombre des pointions 
des problèmes indéterminés ^ m^ais il £avt souvent re^ 
courir à des artifices d'analyse très remarquables , pour 
ne tomber jamais que sûr des valeurs entières et posi- 
tives des inconnues. 

L'équatîoB du premier degré à deux inconnues peut 
étrp représentée par 

ax -^ by '=^ c ^ 

a,b,ç étant des nombres entiers doiliiés. U faut que 
les deux premiers , a et 6 , n'aient aucun facteur com- 
mun f à moins que ce facteur ne le soit aussi du troi- 
sième. En eKet , si Ton avait 

a = km, ff ;;^ kn^ 
il en résulterait 

kmx -j- kny = c ou mx + ny = t , 

et il serait par conséquent impossible que x et y fus- 
sent des nombres entiers^ si c n'itait.pa$ diviai})Je par k, 
L'équation ax'\'by — c ne demande aucune prépa- 
ration , lorsque lun des coefficiens A ou 6 est égal à 
l'unité ; car soit a = 1 , on a sur4enchamp ^ 

X7=€*'^by:, 

et ne prc»ant pour jf que desnoflobresentiers, oan'en 
trouvera non plus q^ do tels pour x. 

146. Occupons -nous donc du cas général , et sûppo- 

«9- 
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aons que dans l'équation ax + byz=zc, on ait a < 6. 
Soit ma le plus grand des multiples de a que puisse 
contenir b, en sorte que bri^ma+r, r étant moindre 
que a , il viendra 

ax+may + ry = c, ou c (x + mjr) + ry r^ c. 
Faisons x + my:=i, nous aurons 

ry -|- at = c. 
Si r était Tunité , la question serait résolue, car on au- 
rait alors les équations 

x + my = t et y + at = c, 
desquelles on tirerait 

x=:t — my, y^c-at, 

qui donneraient par conséquent des nombres entiers 
pour X et y y en prenant de pareils nombres pour t. 
Si r surpasse Tunité, nous aurons , à cause de r < a , 
a-=:m'r + /, 

iWr étant le plus grand multiple de r que puisse conte- 
nir a * et substituant cette expression dans l'équation 
ry + ctt = c , nous trouverons 

ry + mWt + f^t=c, ou r^y + m'Ci-^r^t^c; 
nous ferons y + ^'^ = u , ce qui donnera 

nous aurons donc les équations 

x + my=it, y + m't = u, ri+ru=:c, 
qui, si /= 1 y donneront 

a;=t — my , j^ = u — m't, t=:zc --^ru', 

et prenant pour u un nombre sentier, on en déduira 

aussi des valeurs de t , de^ et de x, en nombres entiers. 

Si / surpasse l'unité , il faudra opérer sur la dernière 
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équation^ /t+ru^=ic, comme sur les précédentes ; et 
puisque / est < r, on aura 

TnV étant le plus grand multiple de / que puisse con- 
tenir r. Par cette expression, l'équation /t^- rtt=:c se 
changera en 

faisant 1 4- m'u = v, on aura 

î^tt + ^V = C, 

et dans le cas où r' serait égal à l'unité , il en résulte- 
rait les équations . - 

a;+7îiy=«, y+w!t=iUy ^+-m•u=|/, uJt'i^sf:=:Cj 
dont on tirerait 

valeurs qui seront toujours entières , si v est un nombre 
entier. 

II est facile de yoîr que ce procédé conduira néces- 
sairement à une équation dans laquelle l'une des incon- 
nues aura l'unité pour coeiEcient , car les valeurs de 

r^r^r'' y s'obtiennent par la même opération que 

celle qu'il faudrait faire pour trouver le plus grand 
commun dîvIseuV des deux nombres 6 et a , et qui don- 
nerait pour dernier résultat l'unité, puisque ces nom- 
bres sont premiers entre eu^* En effet, dans la suite 
des expresâions ^ 

ft = ma4"''> a = Tnfr^T^, r = m''/ + r^, etc., 

r est le reste de la division de b par a , / celui de la 
division de a par r, r" celui de la division de r par /, 
et ainsi de suite. 



/ 
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%47* Je prsndâ pour premier exemple cette question ; 
Quelqu'un qui n*a que des pièces de i fi, et des pièces 
defij^f se propose de payer une somme de i o^fr, ; corn-- 
bien doit-il donner des unes et des autres ? 

Soit X le nombre des pièces de 5 frauès > y celui des 
pièces de a4; il viendra 

5x4-24y=i09; 
on aura dans ce cas 

a=5^ & = 24j c==109^ 
et Ton trouvera 

7» = 4,* r=4i m'zazi^ /ssiè , 
ce qiii dotinera 

x + 4y=:t, y + t=2u, t + 4A:s±ios, 
d'où roû déduira 

x^t^4y, yztu-^t, «=169-* 4a; 

i^emonta«;i de h 'Vfaleur de ^ à çelIes^ de ^ et de a; > on 
trouvera enfin' « 

y = 5tt •** 1 og , ar = 545 -^ a4^. 

Ponr QA'tirev de ces valeurs que des résultats positifs > il 
faut ne prepdre pour w que des nombres teb, qu*on ait 
5b > 109 et 'a4u.<: 545 ; ces nombres doivent donc 
être compris eOtre ^ et ^ , . o'est^'^re âi et a3; il 
n*7 en a par conséquent qu'un seul y savoir, aa. En sup** 
posant u= aa ^ on trouve 

^ == 17 * y — ^\ 

et , en effet , 17* pièces de 5 francs font 85 ft^anos, qiii, 
ajoutées avec a4; donnent 109. 
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La qoestioii ci*- dessus revient 4 partager le nombre 
log en deux parties , dont Vime soit divifibk par 5 
et l'autre par 224; et ce cas particulier est remarquable 
en ce que le problème est déterminé et n*a qu'une 
seule solution , lorsqu'on exclut les nombres fraction-* 
naires et les nombres négatifs : il n'en est pas de 
même de la question suivante. 

i^i* Qudquun achète des chevaux et des bœufs / 
il paie les uns 3i pièces de 5 francs chaque i et les 
autres ao ^ et il se troiwe que le prix total des bœufs 
surpasse de 7 pièces celui des chevaux *, combien poU'- 
vait-il y avoir de bcèufs et de chevaux? 

En désignant par x le nombre des bœufs y et par y 
c^lui des chevauk , on trouvera 

eiOX^^Sîy^ji ou aoar«— 3iyss:7; 

dails le cas actuel ^^ on a 

atszûO, i=;:-*-3i, ct=7, 

et il en résulte par conséquent 

mts^^^t, r:itt-**ii> iir»'îas-*-i ,/3Ki*f<9^ tk'^t^L^iy 

on fera donc ' < 

et il viendra en dernier liéïk 

V — -aw^y , ..,. . 

ce qui donne , en remontant aux valeurs dey'idt 6% Sc^' 

V = 7 + aw , u = a8 + 9w , ^ = 35 -|- i iw , 
^ = 65 + aow, xzzzlqS+Ziw, 

Rien ne limite ici les valeurs de x et celles de j^ , qui 
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sont positives , lors même qu'on donne à w les valeurs 
négatives -;-3«— 2,<-— i^etsi T.on fait successivement 



= -5, 


on 


trouve y = 3, 


x = 5 


=:: — a 




= a3 


= 3« 


= — 1 




= 43 


= 67 


= O 




= 63 


=^ 98 


= 1 




= 83 


= 129 


= s 




=» io3 


= iSa 


=, s 




= 133 


= 19^ 


etc. 




etc. 


etc. " 



Les valeurs de jf et celles de a: font , comme l'on yoit> 
deux progressions par différence ; dans la progression 
relative hiy, la différence est égale au coefficient de x, 
et dans la progression relative à x , la différence est 
égale au coefficient de y. Il est tscàHè de s^assurer que 
cette circonstance a toujours lieu ; il suffit pour cela 
de remonter des valeurs générales de v, u^ ^ (^4^) > à 
celles de x^ét à&yi mais on' va le voir encore plus 
simplement. >^ 

> .i49« Sa Von conùaissait à prK>r^î; 00 qu'eau eût4rouvé 
par hasard;^ juiesolutiou d'une équation indéterminée, 
on pourrait en obtenir une infii^ité d'autres y ainsi qu'il 
suit. Soit x = *, y==/8 les deux valeurs données; on 
aum par h^^tbèse : .. \ , . 

aet + bfi c=z c ) ^ 

retranchant cette équalion de la proposée ox +^ = c , 
il.Yif^ndf^- .'••..: ,.,.:• 

û(.X — et) +My — i8) = Q , 

d'où l'on tirera ' ... 

b 
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mais puisque les nombres a et b sont premiers entre eux, 

la quantité - (^8 — j') ne peut être entière , à moins que 

fi ^y ne soit un multiple de a , condition qu'on rem- 
plira en faisant fi — »y =^a , p étant un nombre quel- 
conque : par ce moye» ,^ori aura , pour déterminer x et 
y y les deux équations 

qui donneront 

x = flt + pi, yznfi'^pa. 

Ces expressions prouvent d'une manière très simple que 
les valeurs de a: et de j' doivent former des progressions 
par différence , telles qu'il a été dit plus haut. 

i5o. L'a tbéorie des fractions continues donne aussi 
la solution immédiate de l'équation ax — 6y = dt c j 
car si l'on suppose d'abord c = 1 , que l'on ^développe 

la fraction j- en fraction continue , et qu'on représente 

fn ^ 

par — la fraction convergente qui précède la propo- 
sée , on aura (ia8) 

cTi — 6m = db 1 5 

puis multipliant lés deux membres de cette équation 
par c , on aura ' 

acn — bcm == ±: c. 

Ainsi on pourra prendre x =2 en , y z=z cm '^ ou aura de 
cette manière deux multiples de ^ et de h ^ qui différe- 
ront entre eux de la quantité donnée ±: c. 

i5i. La méthode exposée n** 14B est générale-, et 
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s'applique à quelque nombre d*équationd que ce soit. 
Voici un exemple qui en présente trois : trouver un 
nombre qui, étant divisé par a, donne pour reste t , 
étant divisé par 3^ donne pour reste s , e^ étant divisé 
par 5 , donne pour reste 3. Soit iV le nombre cher- 
chée , et X , y, z , les quotiens respectifs qu'il donne 
lorsqu'il est divisé par a , par 3 et par 5 ; il suit de 
renoncé ci- dessus , que 

N^ax + i, iV=5y + a, N=l5z + 3, 

équations qui se réduisent immédiatement à 

ax 4- 1 = 5y 4- fl , Sy + a = 5* + 3 1 
ou à 

ax— "3j' = i, 3jf — 5z=5i. 

Ou résoudra d'abord la première de celles^ eomme^ 
si elle était seule, et Ion trouvera 

j^n^a*-»— 1, a?t=3<— i; 

substituant la valeur dey daus la seconde, elle deviendra 

— B» + e^:^4, 

nouvelle équation qu'il faudra résoudre ; on en tirera 
a — f = u, — 5u4-< = 4> 

et par conséquent 

zz=zu + t , f=5u + 4- 

En remontant aux valeurs de 2, de ^ et de x, on aura 

z = 6u + 4> j's=ioa+7, x = i5«+ii, 

et Tune des équations proposées , iV = ax + * » P*^ 
exemple, dominera 

iV = 3ou -f a3. 
La plus petite valeur que puisse avoir N s'obtient en 
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faisant u=o^ il vient alors /V=:s3> aoml»re ^i , étant 
diyisé par a , par 3 et par 5 , donne en effet pour restes 
i,a,3. 

Cet exemple , quoique fort simple , montre assez corn*- 
ment il faut opérer dans les cas plus compliqués. Le 
lecteur pourra s'exercer encore ànr les deux équations 

3x H- 5y + 725= 5So , qx + aSy + 49^ = ^S^P î 
il trouvera 9 en éliminant z, cette équation 
12X+ ioy= loço, 

qu*on simplifie en divisant tons ses termes par a , et 
qui donne 

Sx + 5y = 5oo. 

Faisant ensuite x+^=^, il vient 

a?+5^ = 5oo, ou xt=tSoO'^5t, y^Gt—Soo; 

mettant po^r x et pour^ ces valeurs dans la première 
des équations proposées , qui est la plus simple , on 
aura 

JZ+ i5« = i56o: 

en résolvant cette dernière > on obtiendra 

t = i56o — 7u , 
• ».c= i5u — 3iao, 
y =: 8860 — ' 42M, 
X == 35tt — 7300 , 

et ïon n'aura que deux solutions entièrea et positives, 
savoir , en prenunt u = aog et u = aïo ^ cam doit 
être>iffiet.<M|2. 

i5a. Si Ion avait une équation à trois inconnues , 
ax + by + CA :=z.d, on passerait le terme C2 dans 
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l'autre membre, et il viendrait 

ojc -f- iy = d — . ca; 

on ferait d'^cz^=zc\ et on n'aurait plus à traiter que 
l'équation ax + by^=zc\ Lorsqu'on serait parvenu à 
l'équation dans laquelle l'une des inconnues n'a pour 
coefficient que l'unité , on remonterait successivement 
aux valeurs de x et de ^ , en substituant d — cz à la 
place de c' ; et en supposant que v fût la dernière des 
inconnues auxiliaires (146); l'expression de x et de y 
renfermerait alors deux nombres entiers ^ v et 2 , qu'on 
pourrait prendre arbitrairement. 

Soit 5x + 8y + 7a = 5o ; on a , d'après ce qui 
précède ^ 

5x 4- 8y = 5o — 7a = c\ 

et en faisant a = 5 , 6 = 8, on trouve 

m=i, r=3, n»'=i, /=a, m'^^si, r'=i> 

ce qui donne 

d'où l'on tire 

u==c'— 2v, <=3i/— c', jf=ac'— *5i/, x=8i/— 3c', 

et remettant pour c' sa valeur, on a enfin 

y zzs, 100 — yi4a — 5i/, x = 8v+ aia — i5o , 

expressions dans lesquelles on pourra prendre z et v ar- 
bitrairement, mais de manière cependant à ne donner 
pour X et pour j^ que des valeurs positives. 

i53. La difficulté de trouver des solutions, soit en- 
tières , soit au moins rationnelles , dans les problèmes 
indéterminés qui passent le premier degré, est beaucoup 
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plua grande que celle d'obtenir des nombres entiers 
daos les problèmes de ce degré ; c^est pourquoi je ne 
m'arrêterai que sur un petit nombre de cas les plus 
simples. 

Je m'occuperai d'abord de l'équation 

py = a + bx -^ ca^+ dx^ '\-' ex^.. .. + Ax"*, 

dans laquelle y ne passe pas le premier degré ^ et qui 
donne 

y = — = • 

-^ P 

Il est facile de voir que lorsqu^on connaît une seule 
solution de cette équation , on en peut trouver une 
infinité d'autres ; car si la supposition de x = et rend 
la quantité 

a + bx + ex* + ctc'. . . • + ftx" 

divisible par p j tous les nombres compris dans la for- 
mule A + np jouiront aussi de la même propriété , 
puisque par leur substitution ^ au lieu de a; , la quantité 
a + bx + ex* -|- daP + etc. , prendra la forme 

a + bA + ceii + dât?+ etc. + Anp + Bn^p* + etc. , 

et que la partie a + fret -f" ^** + ^^^ + ®*c* > ^s* divi- 
sible par p, d'après l'hypothèse. 

Ce qui précède pisouve encore que si le problème 
proposé peut se résoudre en nombres entiers , il y 
aura nécessairement une ou plusieurs solutions entre 

f et — 2. car si tf était hors de ces limites , il serait 

possible de prendre n de manière que a dz np s'y 
trouvât compris. Si , par exemple > « tombait entre 3p 
et 4pt mais plus près de 5p que de 4p » ^'^ prenant 
n :3=: «*- 3 y oh obtiendrait un résultat moindre que 
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°. Il duit de là que pour tomber sur une splutioa , il 
suffira d* essayer pour x totis les nombres entiers com- 
pris entre - et — - . 

Par ce moyen on s'assurera aisément que Féquation 
7^ = 4 + 5:p + 6a?» 

n'est pas résoluble en nombres entiers , puisqu'on ne 
trouve que des fractions , en prenant poiir x tous les 
nombres compris depuis + 4 jusqu'à — 4- 

1 54- On peut aussi prouver que V équation 

py = a + bx + ex» -f- dx^ . . . . -H hx» 

ne saurait f lorsque p est un nombre premier qui ne 
divise point a ^ eidmettre plUs Ûe m sohitions en nom- 
bres entiers , par des valeurs de x prises depuis o ju»' 
qu'à p; et voici comme le fait M. Legendre (^Mém. 
de t Académie des Sciences ^ 1785). 
Si A est un,e de ces solutions y on aura 

a + ftût + cet* + dflt'. . . .-4- haJ^ 

p 

n désignant un nombre entier > et par conséquent 

retranchant cette équation de la proposée* on obtiendra 
/y— pn=AC2?— «)+c(ar»— a»)+<i(a:3-^«t3)..+i(x"*-<t"), 
résukat qu'on peut mettre apus la formé 
p(;y— n)=(x— «)(y4"«<^+^a:*-Kx*. . . .+A^:c*""") 
{Elém., 180). Qr^ aucune des yalem:» deop ne pouvant 
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être divisible par p , tant que a ne Test pas , si l'on prend 
rt, fiy y, etc., entre p etp, les quantités /S — a, y — cl, etc. , 
toutes plus petites que p, ne pourront se diviser par ce 
nombre ; le faeteur x — et ne sera dope divisible dans 
aucun de ces c^s par p : il faudra par conséquent que 
ce «oit le facteur 

Il résttlte de là que Féquation 

py' == i' 4- ex + d'a;*+ eV f- i'x"'-' 

sera résolue par toutes les valeurs ijS , y , etc. ; et que si 
le nombre de celles qui résolvent la proposée était 
seulement m + 1 , la précédente en admettrait m. En 
descendant ainsi de proche en proche, on arriverait à 
conclure que l'équation pyz=za-\-bx devrait admettre 
deux valeurs entières pour X' ehtre o et p , ce qui ne 
saurait être , puisque les valeurs de x forment une pro- 
gression dQnt)^4iffér9ncç est p (149} • donc réqnation 
propo^é^ n ei^ pqut adm^ttr^ que m au plus^ dans ces 
limites. 

i55. Çojit encore r^qw^io» 

a + 60: + coff^ + ds? + 6x4 + etc. 
y^ <^'+ ^xlJi- c>^ + è:^ + e^x* + etc .' 

la plus générale de celles dans lesquelles une des in- 
connues ne monte qu'^u premier degré. 
Si l'on fait 

a -{- 6a; + coc* + ^^ + «^ + etc. =; p, 
a'+ Vx-^ c'x*'+ dV4- e'x<+ etc. = q, 

en éUmifkaipLf.f; d« ce^ d|Bi;i;¥^.d49r9ièrefi équations » m ea 
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trouvera une de la forme 



J+Bp + Cq + Dp^+ Epq + Fq* + etcrr o , 

entte p et q. Mais par hypothèse , jf = ^ , ou p = qy ; 

substituant cette valeur^ Téquation précédente deviendra 

A+Bqy + Cq + Dqy-^Eqy + Fq^+ etc.=:oi 

tous les termes étant alors divisibles par q , excepté le 
premier-^, il faudra que celui-ci le soit également ; sans 
cela a; et jr ne pourraient pas avoir des valeurs en- 
tières. On cherchera donc tous les diviseurs du nombre 
ji', en les désignant par a, fi, y y etc. ^ et eu les pre- 
nant successivement pour q , on aura les équations 

A =z a' + b'x + cV + etc. , 
fi := a' + b'x + cV + etc., 
etc. , 

desquelles on cherchera les racines entières, et celles de 
ces racines qui rendront p divisible par q résoudront la 
question proposée. 

i56. Voici un problème très simple qui se rapporte 
à l'équation précédente. TYouver deux nombres tels 
que si ton ajoute leur produit à leur somme ^ on ob- 
tienne 7g. Désignons ces nombres par x et par y^ 
Téquation à résoudre sera 

ar+jf + :ry = 79; 

et prenant la valeur de^, nous trouverons 

79—^ _ ^ Jg~79 = _ 1 j. 8o 
^ x^i x+i "'"a: 4-1* 

en faisant la diTision. Le dernier résultat montre que la 
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ijùestion proposée sera résolue en prenant pour x ^ t 
les diviseurs de 8o , qui sont 

^9 ^> 4> 5, 8, 10, i6, âo, 4à^ 8o, 
et gui donnent respectivement 
â?:= 0| 1, 3i 4, 7i 9'i iS, 19, Sg, 79, 
3' = 7S> 59* i9> ï5, 9, 7, 4^ 3, I, o(*), 
167. Je passé à l'équation 

a + bx + cy +dx*+ èxy +fj^ = o , 

où les deux inconnues motateht au second degré ; en la 
mettant sons la forme 

bh en tire 

y — 2/ — t/"- ^r 

ou , ce qui revient au même , 

àjy+ex + c = ± \/{^ex + cy—4fla + bx^h dx^y. 
En développant et ordonnant par rapport à a? la quan- 
tité soumise au radical, on lui donnera la forme.. . .. 

(*) On rësondrait de même cette question : Trouver un rectangle 
dont le contour et l'aire soient exprimés parle même nombre;. 
car en nommant xety les côtés contîgas de ce rectangle , on aurait 

ëqliation dont les solntions entières et positives sont i:aiy = 4 
x = 3, y = 6. Le contour et l'kire 'sont exprimés par ) 6 dans le 
premier cas, et par 18 dans 1« second. Plntarquft aTait en Tue cette 
propriété des nombres z6 et 18, lorsqu'il disait, dans son Traité 
d?Isis èià^Osiris, que ce sont les deux seuls nomd^j plans dont les 
périmètres sont égaux à leurs airesj il ajoute que les pythagoricien» 
avaient en aversion le nombre 17, parce qu'il sépare 18 de i& (OEu- 
ifres morales de Plutarque, traduites par Ricard , t. XVI , p. 104.) 
On voit ici un exemple des idées ridicules que les anciens attachaient 
ant propriétés des nombres. 

CompL des Elém. d'Alg, ' ao 
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m + nx +/)x', dans laquelle 

c* — 4af==m, ace — ^bf=:n, e'— 44f.=r' 
Si Ton ne demande pour x et pour y que des nombres ra-^ 
tîonnels, soit entiers^ soit fractionnaires^ la difficulté 
du problème se réduira à ttôayer des valeurs de x^ i)ui 
rendent Ja quantité m'frnx'^px* égale à un quarré 
parfait ; et ce quarré étant déingné par 1^, on aura 

aj^ + er + c =3 dt «. 

La résolution de Téquation m + nx + px^ =:;: t% 
conduit à v^ 

X ss — • '— IC — — — — ^— — 

ap ^p 

ou ^ 

apx+ n = ±v/4pt* + n* — 4p^? 
faisant 4p = -4 et n* — 4P''» ='*i on aura 

apx + » = dz |/2F+Ï5- 
Par ce résultat > la question est ramenée à déterminer t 
de manière que ^At^+B soit un quarré; car ce quarré 
étant i^, les deux inconnues x et j^ ne d^endront pins 
que des équations du premier degré > 

QJy^ex + czzzty apx+nssu^ 

dont les coefficiens c, e,/", zi et p sont rationnels, ainsi 
que lés quantités t et «• . 

La détermiuation deV,, ^ la çondiâon énoncée ci- 
dessus , pu j ce qui -est . la même dioae » la résolution de 
^ réquatîdn u =; |/3?FHp2 en lîombres rationnels , rén- 

ferix;e e^ généra) (de grsUidea difficultés. L^un des cas les 
pJiQ3:«ûmplfs a lieu lorsque/^ est un quarré ; en repré- 
sentant ce quarré par «e*, on aura 

et supposant u=:at+i/, il viendra 
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• , •. «*t«',=nV^«^^.i .;. : , .-, 

^qnarrapt te» denitt meiiiliaféfr«l: jré^uintit^'ôn! trattresà..^ 

. •' « ••'".' ■aiit/^''if'^ è* 'tir? fe'V' '" "•'■••'*'••' »'^ 
et par conséquent .. 

prefiafit,poiur.v un nombre. ^tipaneL^l.^i^id&fbra. ui|i 
nombre rationnel^ ainsi que u, et il en sejra de même 
de;«etffëy.'' • ' .• ''•- --'•* ^ " ' '' "'/"'"r;'' 
iorÂ^ùe S Wt tiil^^àatt^ re^rlsentë piau: }É^, rgqàatip^^ 
proposée se résout encore avec la même fi^të'^ii 
tout^i-rji^tir»-^ )s4 'iBupposaat ll:Avt'ri-'fi, ee^^donoe 

équation qui se i^éd^ît à : .-. ; (:^ *.} < 

DU , en divisant par t* **^- ^ _, * ♦, 

etd'oùil résulte ' ' ' "'^ ' ; ' - ''P ^''^'"•ï^>t 

Ën£n sffa quaJL^té j^t^^i» petit être déiom^dëëè'eér 
iéui fadtWit^ ta«bfaiî^s, î^+>, Vr^.^? é&''^î^o"Htf 

"^ on fera ' *'^'^ ' • 'J ^ 

on en déduira . , 

supprimant le'facteur commun «^ + fi, on tréuvera 
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i58. Quant on connaît «ne valeur rationnelle de é, 
on peut en déduire facilement une infinité d'autres qui 
satiafbnt à Téquation proposée. Pour le prouver^ soit « 
la valeur donnée de f , et ^8 celle da u qui en résulte ; 
on aura 

retranchant cette équation de u^ = At* +B , il yient 

iï»--^=^(t« — «»)> ou '««sî^Ct»— a^4-/S». 

Mais si Ton fait u=z(t^^a)if + fif il viendra ^ aprè» 
l'éJéva^tiqQ au quarré et Ja substitution dans l'équation 
précédente.^ 

V» (<— rt)*'rH a^Si; (r *-.!«) = ^ (^ -f- rt*) ; 

divisant tout par t — .<t, on trouvera 

d'où l'on tirera 

finrmule qui donnera des nombres rationnels pour t, 
lorsqu'on en prendra de^tels pour v. 

iSg* Il est facile de faire autant d'applications qu'on 
voudra dç8.fpm.ules.çir4wu3, ç>iB.t,ppurquoi je me 
bo^er/^i' aux.guivantes ; Trouver deux nombres x et 
j, tels que là somme ou ta différence de leurs quarrés 
soit égale à ifft quatre d^n^é_^* Les équations à ré- 
soudre sont 

et conduisent à 

expressions qui se rapportent immédiatement an second 
cas du numéro précédent. (H fenà yis^vj^M fi^» ce qui 
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Sog 


donnera pour Time 


■ •• 




(yx - 


-^•=iB»— a;». 




et pour l'autre • 






(yx ' 


-/!)• = /»» + «•. 




En développant ces 


ëquatibus, od tirera delà première 


et de la seconde f 






substituant ces valeurs dans, celle de j^> on aura 






^ et j=^^+^>; 

- 1 -^ V* 1 





assignant ensuite des valeurs rationnelles à i3 et à v » on 
en obtiendra pareillement de telles pour a; et pour y. 

Si l'on prend jS =:: 5 , les équations proposées de* 
viendront 

^»+x» = a5> j^* — «* = a5; 
on aura dans la première 

loi^ 5(i^~i) 

dans la seconde 

ICI/ 5(v* + i) 

On ne peut supposer v=.i > car Tune des. expressions 
de j^j^nnerait ^Jôrs. |, et l'autre -vii ^9^ en faisant 
successivement v =3 , v=3, v=4> etc., lessolutîoa^ 
de la première équation seront 

X = 4, a; = 3, a: s=r ^, etc. , 

3^ = 3, j^«4,'>=T7> et^^M. 



et celles de la seconde , 

On ne parvient poîft i.dee ni^ifibrea entiers dans cette 
^çrpjèns ,.V)rftqu'Qij ne d^nnfj que de». Y^leuf^ fpfièjres 
à V • miab si Ton fait v ==1 , iï en résulté ' 

Bien n*est plus facile qi}^de résoudre la seconde quesr 
tien en nombres eâtiers^, lori^que ^/l* est impair ; car la 
diflférence entre le qpiarré de a et celni de a -4- i éUuit 
aa+i', iîsnffira'^e poser Péqûatibn ' ' 

de lacnielle on tirera 

et prenant x = a et ^ = a + 1 > iV«n résuUf 14. 

Dans Pexemple proposé > où fi^z= a5, on trouye 

et par conséquent 

conime ci-dessus. 

' it'ig^Y Biij* 3e téitiarqudr qu'on peut supprimer 

^ëii^Mtèyi^dé^^ètiïUè 17 et'd'^ v-èan^<âan{ 



Pj'V^èansf'iÂangei" 
Pour la première question on trouve 
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et la racine de la somme, des quarrés.de ces quantités 
devient 

Si l'an écrit — au lieu de v , il viendra 

On fera disparaître leé dénominateurs de cette* JFoximuIe 
en prenant fi = n*, et il viendra 

d'où aB*+y*=X''^*+'**)*' On trouvera des résulhits 
analbgiiw pour la seconde question (^). 

Je ne pousserai pas plus loin la résolution des équa^ 
tions indéterminées : ceux qui voudront s*applîquer eu 
particulier à cette branche d'Analyse , pourront con- 



nqmbres entiers qai peuvent mesarer des côtes de tûapgfes rec- 
tangles.' ' ' ' ;,•(•.* 
» Le raj^port de» cdtes' de Tangle dsoit, oâ la tangente de Tun^defi 
angles aigus , a pour exprtsfipn ^^^ j, ; , 



ai' 



d'oii' il*>suit que* ces trianglei reàfërmeni des angles wlé'44itftes'.>leir.' 
gravdtws. (Ypy w les Takfes\df $th^lze.^ lomè ÎI, p. 3p^) . , . 
Il est visible , par la formule '-...' , 






que u = T— tang \X,X rcprcséntàm Tanglc oppose au'cÔlc :t.'' 
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sulter lêi Mémoires de l'Académie de Berlitij ann. \ 769, 

et le a« volume de V Algèbre dEuUr; ik y trouveront la 

aolùtioji complète de Téquation u = l/UF+r]ff ^ par 

Lagrange, et beaucoup d'autres recherche^ non n^oina 

intéressantes. 

Des propriétés des nombres. 

160. Les nombres > considérés en eux-mêmes^ indé-r 
pendamment de tout système de numération et de toute 
question particulière , ont des propriétéd très remar^ 
qu^les ; plusieurs sont relatives ^ leur divisibilité les 
uni par les autres ; telle est la proposition qui termine 
le n^i6 ^ et dont voici la preuve. 

Soit n un nombre premier^ 9 un nombre^ non- divi- 
sible par n ; le produit pp divisé par n laisseraiioujonrs 
des restes diflférens , tant que p sera f^n. 

En effet, soit 

jpz=:JSn+r, fp' = Pn + T, 

E et E désignant de^ quotîens entiers de la diviaion 
des produits fp et fp' par n^ et r un reste qui soit le 
même pour ces deux opérations ; on aura , en retran^ 
chant la première équation de la seconde , 

pp'^9p=^iE'^E)n, d'où 'SÉIZÉI — E'^E; 



n 



et comme 9 n*est pas divisible par n » il faujdra qàQ 
p' — p le soit (JElém. , 97), ce qui ne saurait arriver 
tant que p et p' sont •< n, 

16 1« On possède ^ussi plusieurs théorèmes remar- 
quables sur la décomposition des nombres en puissances 
parfaites. Bachet de Meziriac^ qui commenta le pre-: 
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mier avec succès Touvrage que Dîophante nous a laissé 
sur TArithmétique , ou plutôt TAnalyse numérique , 
remarqua qu'un nombre quelconque est toujours ou un 
quarré, ou la somme de deux quarrés , ou cçlle de 
trois ^ ou enfin celle de quatre au plus. 

1 o I par exemple^ est la somme des deux quairés i et g» 
a4i celle des trob quarrés^ 4» 4^^^^» 
3q, celle des quatre quarrés^ ^ » 4i 9 et a5. 

Cette proposition fut démontrée ensuite par Fermât , 
l'on des plus grands géomètres dont la France s'honore> 
et qui enrichit de remarques le commentaire de Bachet ; 
mais récrit où il se proposait de réunir les grandes dé- 
couvertes qu'il avait faites sur la théorie des nombres , 
ne nous est point parvenu > et la propriété précédente 
n'était qu'un simple fait prouvé par l'expérience , jus- 
qu'à ce que Lagrange l'eût démontrée en 1770 , dans 
les Mémoires de F Académie de Berlin. Euler a prouvé 
cette proposition d'une manière un peu plus simple > 
dans I^ deuxième partie de l'année 1777 des Actes de 
t Académie de Pétersbqurg (*). 

En 1770 9 Wilson fit conndtre la propriété suivante 
des nombres premiers : Si n désigne un nombre premier 
quelconque j le produit i«â«3...(n— -i), augmenté dé 
f unité i sera divisible par n. 

Par exemple , soit n = 7 > on a % 

i.a.3. .. .(/»— i) = i.a.3.4.5.6=7ao j 



C) Fermât avait joint à cette remarque cefle que tout nombre 
pouvait être ramené a la somme de trois nombres triangur 
lairesj ou cinq pentagonauz: , et ainsi de suite, (Note de la 
page 196.) Cette dernière partie de son beau tlidorème a enfln été 
dëmontrëe par M. Cauchy. (Voyez le Supplément à l'Essai 
suf la théorie des nombres , par M. LegendrO; p. i3.) 
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en ajoutant l'unité , il vient 721 , qui » divisé par 7^ donne 
1 o3 pour quotient^ et il s'ensuit que ce même nombre , 
divisé par tous ceux qui précèdent 7, à partir de 2, 
laisserait toujours pour reste l'unité. C'est encore La- 
gfange qui démontra le premier la 'vérité de cette 
proposition. (^Mémoires 4e t Académie de Berlin, an- 
née 1771.) (*) 

Il est bon de remarq\ier que les propriétés des nom- 
bres correspondent à des question^ d'Ana^jrse indéter- 
minée;' celle que nous avons citée la première revient 
à prouver que Féquation ' 

peut toujours être résolue en nombres entiers^ quelque 
nombre entier que l'on prenne pour A y la seconde pro- 
priété suppose que dans l'équation 

x.est toujours un nombre entier, .lorsque n est un nom- 
bre premier. 

.U serait impossible» sans sortir beaucoup des li^ 
mites où je dois renfermer cet ouvra|(e, de développer 
i5Û ^^. .démoi3istratioci3 des .tbéorèmee ^uç je^ viens 
4!én9nceç,i waîs .pour donner unjB idée de ces recher- 
çtes, je vais^exposer, d'après 1W« Gau33, la théorie des 
restes que laissent les puissances d'un nombre , lors- 
qu'on les divise par le même nombre premier^ et qui 
conduit au résultat annoncé à la fin dû n"* 67. 

162'. Soit, par exemple , la ^suite • 

I, 3, 9, 37, 81, 343, 709, etc., 

formée des p«issi»n€es du ijiombre .^^ et qu'on ^ivi^e 



V ." ' • 



(*) Voy. aussi inoii Traité du Calci dif, et du Cale, int. , 
tom. Ill,pag.7a2. 
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cbaçan de ses termes par le nombre premier 7 , on 
anra les restes 

i> 3, a^ 6; 4, 5, 1, etc., 

où Toxi voit revenir^ après 6 ditisions^ le premier 
j^estè !• Dans cet exemple, la période des restes^ étai- 
braLSsetOQS les nombres inférieurs au diyisenr, ^e qtd^ 
dans d'autres cas ^ n*a pas Ken. Dans la pifogression 

1, a, 4, 8, i6, 3a, etc., 

par exemple, les restes de la division par 7 étant 
seuleiQçnt 

^j a, '4, i, a, 4, etc., 

reviennent après trois divisions , npmbre qui est divi- 
seur de 6 , c'est-à-dire de ^ — - 1. La généralisation de 
ces remarques donne les tnéorèmeis snivans. 
Dans la suite éks puissances 

1 , a, a*, a',«. .. 

il existe, outre le premier terme^ un terme af, qui , 
êiinsé pttr un nombre p, premier à la basé a , làièse 
ïhniiépdur reste,' tétant inôindt'e que p.= 

'Cest«^**dire que, £ désignant un nombre entier 
quelconque , oïl à 

a' = Ep + i. 

Soit en général^ a^ = Ep + ai en donnant à m un 
nombre 'dé' valeurs égal i p, on doit rencontréi- au 
lii'oins denïx feiis une même valeur de a , puisque ti est 
un entier ^p. Soit donc m' la valeur de m , qui donne 
cette r^{»^tion, e^ £' la valeur de ^ j quj lui. corres- 
pond; on aura 

^1,^2,^;} d'où a»'-o"-(£'-£)p=a"'(o*'="-i) ; 
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mais comme a n'est pas divisible par p,a^ne le sa^x^ 
pas non plus {Élém., 97 ) ; et puisque {Ef ^^ E)p 
Y est , il faudra que a^""*-«- 1 le soit : donc a^"^ — 1 
est de la forme Ep\ et a"'""" de la forme Ep + i. 

Jl est visible que m^ •— 171 ^p ; en partant du prenûex 
terme i=a®, on rencontrera donc le terme a"^^"*! 
avant d'avoir atteint l'esrposant p* 

Par exemple » dans la progression 

a®, a', a*, a^ etc., 

on a a'^=4o96 , qui, di?isé par i5, laisse 1 de reste. 

i63. En partant du terme a*=Ep'+ 1 , on trouve 

a» = ^p + I, 
a*+'= aJEp -f a, 
a*^=a!'Ep + a% 
if^^7=za^Ep + a^, 
etc.; 

d'où l'on voit que les restes reviennent les mêmes quq 
ceux des puissances a, o*, a', . • . • josqu'à a*^* incln- 
sivemeut; ainsi tous les restes que peuvent fournie la 
difiPérens termes de la suite se présentent dans Tinr 
tervalle 

i, a*, a*, a',....a*~*. 

On peut encore voir immédiatement que le terme 
a"* est de la forme Ep + t'^caien faisant a'=Ep +1, 
on trouve 

a'^=={Ep+i)''=:Ey\.+nEp+i=z(E''p'''^K.+nE)p+i, 

ce qui'revient à la forme indiquée. 

164. £n classant par périodes, dans lesquelles re- 
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viennent les mêmes restes, la suite des puissances d'un 
nombre, ce qui précède fournit le moyen d'obtenir les 
restes des puissances très éleyées; car si Ton demande , 
par exemple^ dans la progression 

3«, 3S 3*, 3', etc. , 

le reste de la dÎTision du terme 3'^^ par i3, on cher- 
cbera d'abord à quelle puissance on a l'unité pour 
reste en divisant par i3 , et l'on trouverait 27 ou 3^ ; 
on aura par conséquent ainsi de 3 en 3 , l'unité : di- 
visant donc 1000 par 3^ le reste i marquera le rang 
que tient 3*^® dans la période , et qu'il laisse le même 
reste que 3' ; donc ce reste sera 3. 

Tout ce qui précède suppose seulement que p soit 
premier par rapport à a : ce qui suit ne s'applique 
qu'aux nombres absolument premiers. 

1 65. Si p est un nombre premier qui ne divise point a, 
el a' le t^rme du plus petit exposant , pour lequel on ait 
a*=Ep + 1 , l'exposant t sera ow p — i^ ou un^divi-^ 
seur de p '^ 1. 

On a déjà vu que t ne peut surpasser p.— 1 ; il reste 
à montrer qu'il doit diviser p — 1 . 

Soient d'abord 1 , a', et", etc. , les restes des termes 

I > a,. «•,•... a^>; 

le nombre de ces restes n'étant égal qu'à t^ ils ne 
comprendront pas tous les nombres 1 ^ a, 3, . . .p — 1 ^ 
dans le cas actuel , où l'on suppose ^ <!p — 1 : ils sont 
d'ailleurs tous difiërens, puisque s'il y en avait deux 
pareils pour deux termes a", a\ antérieurs au terme 
c*, il s'ensuivrait que a» — a"*=a"(^""^— 1) serait 
divisible parp, ou que aT», divisé par p, laisserait: 
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ràhité pour reste ^ ce qnî ne peut arriver dans Tin-» 
t'ervalle de i à a^ 

Soit fi un des nombres de la série i ^ s ^ . . .p—i, non 
compris dans la série i^ «^ «", etc. ; si Ton multiplie 
chaque terme de celle*d p4r ^ t on formera la série 

fi, a' fi, «"jS, etc., 

dont la division par p conduira à une nouvelle série 
de restes que fè représenterai par 

fi, fiT, gr, etc., 

tons ditférens, i®. entre eux, 2^ avec les restes i , a', 
et*, etc. , dont « désignera ^un quelconque. 

La première assertion se prouve en multipliant par fi 
les deux équations ^ 

a« = JS:p + «, o'»'=£'p+«', 

correspondantes à deux termes de la période i^a,,,:. 
a*^* ; 6n aura 

fiaJ^zzzfiEp + afi, fia^^^Erp + a'fi; 

or , si les nombres afi, ei!0, divisés, par p, laissaient le. 
même reste fi^, il viendrait 

fltjS = cp + jS^, 
:k'fiz=^^p^0^,r 
d'où 

>2« = fiEp + ep +% 
fia'^=liE^p+e'p+ gr, 

et comme fi n*est pas divisible pat p , il faudrait que I^ 
différeace a!^ — û« le fût, ce qui est impossible dahs' 
l'intervalle de i à a*. 
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La seconde assertion s*appuie sur ce que si Fus des 
nombres de la série /3^ fl*^ etc. , était le même que 
quelqu'un de ceux de la série i , (i\ df^ etc.^ on aurait 
en m'éme temps 

or^ cela ne peut être quand wf/^m, parce qu'il en 
résulterait 

il faudrait donc que c*""*' — /a fut divisible par p ; 
et comme le terme a"**"^ ne peut laisser pour reste 
qu'un des nombres i , «^ «^, etc. ; il faudrait que la 
différence entre fi et ce dernier^ fut divisible par p , 
ce qui ne peut être , puisque tous deux sont moindres 
que p. 

Si m' > m, on considérerait alors le terme a*"*""* , quî 
laisse le même reste que a"*> et l'on aurait 

a*+« — ^a"»' =5 (iS: — iS*) p , 
d'où 

^m/(^i+m-«f _ ^) — (£ _ E^p ; 

or , i + m — m' -< < dans cette hypothèse ; ainsi Fabsur-; 
dite est encore la même que dans le cas précédent/ 

La série /3, ^^ jS*, etc., n'ayant aucun terme commun 
avec la série i , àt^jA", etc. , elles contiennent ensemble- 
un nombre ut de termes. 

Si ces termes n'épuisent pas les nombres i, s ,».p— i , 

on multipliera les termes de la série i , a', a'', 

par y , l'un de ceux qui manquent , et l'on aura un 
nombre t de résultats , 

>, *'>> «V> etc., 
qui conduiront à t restes , 

y, y\ y\ «^c. 
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différens, i^. entre eux, a®, avec les termes de la série 
1 , a\ «", etc., 3*», avec ceux de la série ^, fl, fP^ etc. 
Les deux premières assertions se pirouyent comme 
précédemment; la troisième se yérifie en observant 
que si Ton avait en même temps les équations 

/8a« = Ep + fif, 

il ei^ résulterait , si m' < m ^ 

/3fl« — '^a'^zzz {E — E!)p i 
û»' (/Sa"»—»' — y) i= (£ -i- JST) p , 

jSa«— «' — y serait par conséquent divisible par p ; et 
comme fia^"^ donne pour reste un des nombres de 
la série /S, /S', etc. , moindre que p^ il faudrait que 
la différence entre un de ces nombres et y , aussi 
moindre que p , fût divisible par p , ce qui ne se peut. 
Quand iîi'> m , on considère le terme a*"*^, qui donne 
le même que a"*, et l'on à Téquation 



absurde par les mêmes raisons que la précédente. 

En joignant les t termes compris dans la ^rie y , 
y', etc. , avec ceux des séries précédentes , on a en 
tout 5t de nombres distincts, tons entiers, tous moin- 
dres que p. 

Si les nombres i , fl,. . . . p — i , ne s'y trouvent pas 
tous compris , en prenant un de ceux qui manquent , 
on formera une nouvelle série entièrement distincte 
des trois précédentes , contenant t termes ; et en con*- 
tinnant , puisque rien ne s'y oppose , de procéder 
ainsi, il faudra bien qu'on épuise, par un nombre 
multiple de t, ceux de la série i , a,, . . . p — i , qui 
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tien renferme qu'an nombre limité : sdonfe t sera un 
âiYÎseur de p — i . 

166. La quantité ^ ~ étant un nombre entier ; n 
Ton élèfe les deux tetembtes de l'équatiori 
a* = Ep + 1 

à la puissance marquée par ôe noùibre , il viendra 

• • 

a « =ar-» = (£/i + i) * -, • . 

tous les termes dû développement de cette pubaance , 
excepté le dernier , qui est i, seront divisibles par p ; 
ainsi Ton aura 

d*où il suit que le nombre a^~* — 1 est divisible par le 
nombre premier p lorsque a He Fest pas, Tliéorème dû 
iFernliat; et qui a conservé le nom de ce géomètre. 
(V oy • ses Opéra varia , p . 1 63) . 

167. // existe des nombres telsj quaucuhe de leurs 
puissances i dans les degrés inférieurs à p — 1, ne donne 
pour reste l'unité , lorsqu'on la divise par p. 

Soient û, i, c, etc. , les faèteurs premiers de p — i , 
en ^rte que a'^b^c^ etc. == p'— 1 ; on va . n^onlarer 
d'abord qu'il existe des nombres A^S,C , etc., tels , que 

leurs puissances A^ , B^ , Cc^ , etc., sont celles du 
degré le moins élevé qui , dans là division par p , laissent 
1 pour reste , et ensuite que le produit jiBC , etc. de ces 
ûombres est tel, que (-^>5C etc.y* est celle de ses 
puissances. du degré le moins élevé, sur laquellcila di^ 
vision par p laisse 1 pour reste. 

CompL des Elém. d'Alg. ^ ai 
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Q>mmte depuis o juMfu'à p Téquation ;9)r =2= x' — i 
n admet au plus que m valeurs entières pour a: (i54) y 

il s'ensuit que si l'on eonsidërê t^ quantité x " — i, il 
y aura nécessairement dans la série i^ Sj 5> • , ^^^i^ un 
nombre qui , mb à la place de a; ^ ne rendra pas 

X * —1. divisible par p. 
Ce nombre aura également la propriété de ne pas 

rendre x "* — i divisible par p , car s'il Satisfaisait 

à la condition x **** — i = iEp, il satisferait aussi à 
P-V • ' * • 

0? « — ! = £> (i63). , 

.' ' ' p-t 

Soit g ce nombre; on a«ra g *^* ^ss^ Ep *^ h (*) , 
£ désignant toujours un entierj^t enél^vant'à la puis- 
sance af^ les deux membres de cette équlKtiôn^ H 
viendra ' 

,£r«=; (£:p+ AK« £> + *^^ 

'£' désignant aussi un entier. . 

Ainsi g^""* — A** est divisible par p; ma^ par le 
théorème de Fermât {iSè) , g étant premier ,à p, 
g^» — 1 est diviîsible par p , ou g^^ est dp la forme 
£'p -f- 1; donc 

£rp+i = iE>+A«*, 



(♦) 11 ÙLUt obaervtK qu'ici, -et dans tout ce qui suit, la lettre 5- 
» pouK exposant la fraction ^cée ati*de«lus* 
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et par conséquent A**— i eit divisible par p. Lea puis» 
sances a*""' , o" "*" '» etc , de A , pour lesquelles 



Çjr-2 ■ ■ ■ ; - 

s'^ ^ iEp + hya'-^z^ E"p + *«*•*", 

etc., 
ne remplissent point cette coadîtioij , puidqae les quan- 

tités g * »•••£[**; ®^^* > P*"^ hypothèse, nç la rem- 
plissent pas; mds^ d'après le n^' i65, le pltis petit 
exposant de la pnissance du nombre h , qui rend la 
quantité A*— i diyisible par p^ doit diyisef a^/puisque 

A^— 1 est divisible par p ; or a. étant .premier ^ a* ne 
peut être divisé par d'autres nombres que a et ôes puis- 
sances y mais ce ne peut être aucune de celles qui sont ^ 
inférieures à la puissance et , puisqu'on vient de voir 

que /i«* ""'— 1 ne saurait être divisible par p, quand * 
g ^ ne l'est point : donc t = a*; donc le nombre h , 

reste de la division de g ^* par p / jBSt^ le nombre 
A dettiandé. Qn trouvenit db in|ttie des ilombrÀ J^> 
C, etc. 

Maintenant, puisque les nombres 
i ai.. 
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'8ont de la.forme £p 4" ^ > ^^^^ puissances et les pro-^ 
dnits de ces puissances seront aussi de la même fonne 
(i63) 9 et par conséquent 

fera aussi de cette forme ; et de plus , p — - i sera le 
plus petit exposant qui rend {ABCy^^ i divisible par 
p. En effet, si Ton suppose que le produit des nombres 
ji,B,C, soit tel , que {ABCy = Ep+i , t étant 
moindre que p — ^ i , il faudra que t divise p r- i > 

on que ^— — soit entier (i65 ) ; et puisque • 

p — i z=sa*b c^ , le quotient ne peut être qa*un de^ 
nombres a^ &^ c» ou un de leurs multiple?. 

Soit, par ^zemple, 2ZL = na ; on ^ura p — 17= naf ^ 

d'où 2 . -=|ij ainsi t divisera ^^^ : daiis ce cas , 

a- t ^ a ' 

/ et en vert|x de Pbypothèse , (^^C) ** —i sera divisible 
par p (i63). Mais puisque B, C, séparément, sont tels 
que , 

Bh^=Erp+i, 

C€>=:£'p+i, 

leproduit2?a^'**cyCa^'^c^=(aC) ^ ^E'p+i] 
çt si {ABC) ? =Ep+i, il faut que A ^"=;£:*>+i, 
cai^ ^ =JB*> 4- A donnerait 



ITun autre côté, :i^ étant tel, qi^e i<**— i est divisible par 



pyil&udraiparle a® 1 65, que a'divise ^ ■ ^ oUqué 



a 



-7--^aoit un entier, oe qui est iiopossiU^., pnisqne 



«1^-j-j = ^^^ = "ir • ^° ''^ P®"* dçnd pas sup- 

a '_ ' a 

poser rdnn degré inférieur à p — i. 

1^8. Il suit de là que si l'on désigne par g le produit 
ABC ;on'le'p\n3 petit reste de la division dé ce produit 
par p, ou enfin un nombre tel , que g^* en sojt la puis-- 
sance la moins élevée de la forme Ep + i ^ les restes de 
la division par p des puissances 

comprendront totfs les nombres i , a , 3, . • .p— i , mais 
dans un ordre différent de Tordre naturel. 

Si , par exemple , p = ig , on pourra prendre g= fl , 
et en divisant, les div^ifses puissances de ce nombre 
par,i9 , on formera la table suivante :\^ •:] 

Puissances, a®, a*, a% a^ a*, a*, al, a^ a*. 

Restes. 1 , a , 4 , 8 , i6, i3, 7 , 141, 9 , 

Puissances, a», 2»% a", a", a»V aS a^^ a'^ a'% 

Restes. ^8^17^ iÇ,ii, 3» 6,1a, 5 , 10. 

Il y a entre' ces re4te8)et Iça-exposans auxquels ils 
x:(^respondent., des relations analogues à celles : des 
nQmbres et de leurs logarithmes , et £uler a désigné 
sous le jDom de racines primitivesi,ipat rapport au 
nombre p^ ceux do;it lès puissances fournissent tous 
Les r^tes 1,, a, 3^ . . . prr* 1 ; de cette manière a est 
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racine primitive à Tégard de 19. La même racine pri^ 
mitiye peut cqpyenir i pla8ieii]:8 nombres premiers^ et 
le mAme^ nombre premier â le plue ordkMârenié&f pi«4 
sieurs racines primitives. On n'a pas encore de procédé 
pour ttouret directement ces racined; mais Lagrange, 
dans la note XIV de son Traité de la Résolution 
des Équafions numériques , eii A donné Me table, pour 
les nombres premiers jusqu*à 5'/, à cause de lenr 
usage dans la résolution de Téqualloxi xi' — 1 =r o , 
découvert par M. Gauss, et qu*il a lui-même beaucoup 
simplifié^ en le combinant avec la la^ode eittpôsée 
dai^ les n^' a5 et q4 * ^^^^^ ^ P^v P^^ conime il prdOM». 

t6§. Soft Téquation 

a:^-*i2ûo (1), 

p étant un nombre (iramter } si l'oil en ôte le facteur 
X — 1 , on aura seulement à résoudre Téguatiop 

xP-» 4. xf^ + àtv-^ +1=0 (a) , 

dont les divei«e« rariii«s se dédtiiséisf dé^ ]^tiSi^âttcé« 
d'une seule (17)^ &i sûirte qdé si YtHé ^uëlôdn^e dé 
ces racines était désignée par r, les autres seraient 7^, 
r', . . .t*^*. irfkis ôî a repréafeûte tiiïe dés t^cihèé pri- 
mitivef dti nombre p> oli trouvera aussi toutes les 
racines de l'équation (d) dans la série 

puisque les eaiposaui de r > divisée par p f ]ais6ekbnt 
peur restes tous lee fiombreBebtiefSi depofi 1 jascpi*ii 
p j^ r (168) i lei eepb dttot il £»ile tenir compM» 4 
oaule que rf £fi 1 y eo terta d^ Téquation (i). Butxsti^r 
tuant donc aux racine» x\ of^ of^i eto. ^ dam la foa^ 
flou t' àfa^n"" aSy les pilis^^nçes de r i^riseis daflt Vordri 
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iadiqaé ci-4es8Ud, et changeant m en p — i , on aura 

a étant une dos racines autre gne i , de Téquation 

Cela, posé^ si dans TexpressioA âe ^ on changer en r*, 
elle deviendra 

et eomme ùP'^*, àiyîèt par )(7, laisse 1 pour reste^ la 
puissance r^^* sera équivalente à r, ce qui changera 
TexpressioB f»-<Iessus en 

résultat qui est le même que celui qu'on déduirait de la 
première valeur de^, on la multipliant par 0^"% et en 
observant que «t?^' = 1 : on aura donc 

Changeant r en r* dans cette dernière expression ; on 
Verra de même que c'est comme si on l'avait multipliée 
pkt aJ^'^, que lé résultat ett par conséquent la f aleur de 
etJ^Up et qu*Û naîtrait aussi du changement de r en 7^* dans 
là première valeur de t* Un nombre p — > a de pareils 
cliangemens successiÉs ^ épuisera tous ceux qu'on peut 
faire en substituant k r ses diverses puissances , puis- 
qu'elles reprennent les mêmes valeurs à partir de /'^\ 
On formera donc ainsi leè valeurs des p -^ 1 fonctions 

liont la puissance p — i Sera la fonction 0^ qui aura par 
ponsé|[uent la propriété de eonierver la même valeur 1 
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lorsqu'on y changera r en r^, r***, r^ , etc. Son expres- 
sion y développée suivant les puîs^^nceB de e rabaissées 
au-dessous du degré p -— i > sera de la forme 

Ç + < + «*f - • . ,+ cLP-*^(n'\ 

où les fonctions Ç, Ç', Ç^, etc. , ne. contiendront qtie des 
puissances entières^ et positivés de r, et demeureront les 
mêmes, lorsqu'on y changera r en r^, r^*, etc. (a4)> 
propriété quiensimpli&e considérablement l'expression. 

.170. D'abord,^ il est évident que toute fonction ra- 
tionnelle et entière de r, peut être réduite à la.formç 

quand r^" = 1 , et qu'ainsi elle peut encore être mise 
spns la forme 

lorsqu'on substitue aux exposans 1 , a, 3,... p—- 1, les 
puissances de a, dont ils dérivent comme restes de la 
division par p ) seulement l'ordre de succession des pnis^ 
sances n'étant pas le même que celui des restes,, les 
ooeffici^s 5, C, />,... .P, changeront de place, en 
passant d'une; forme à l'autre; B\ par exemple, sera 
l'un de ces coefficiens , mais non pas le même que B. 

Si maintenant la fonction dont il s'agît doit demeurer 
la même, lorsqu'on y changera r en r*, ce qui est.fe 
cas des fonctions Ç, f', etc. , il faudra que l'égalité 

A +ffT^+ Cj^* + B'r^\...+ P'r, , 
ait lieu indépendamment de r^ et que par conséquent 

Br=c, c^a....pr^B% * 
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valeurs qui rédaisent k 

A + B'{r + f^ + f^' + 7^\... + f^'), 

la fonction proposée , ou bien à 

J + ffs, 

ai Ton désigne par s la somme de tontes les radnes de 
réquation (a)/ 

II suit de là que les fonctions ^, Ç, etc. , seront oon-- 
nues immédiatement ; car le déyelopp^ent -de B ou 
de t^* donnera les coefficiens A et B\ et Ton a j=— i , 
puisque le coefficient du second ^pne de Féquation (s) 
eat -4- 1 . La fonction 6 étant donc ainsi déterminée , 

on pourra ^ au moyen des p.— i valeurs de yO , for-» 
iner les valeurs de r> par le procédé indiqué dans le 
H* a5; i7^era donc toujours possible de résoudre algé- 
briquement t équation x?—* i =o^ p étant un nombre 
premier^ lorsquon aura les racines de t équation. • ^ 
yP-» — I = G. 

171. La démonstration de ce théorème est le résultat 
le plus important de la méthode précédente } car^ pour 
les applications numériques y on a, depuis long-temps, 
un procédé beaucoup plus commode {voyez la note de 
la page lao); je n'entrerai donc pas dans le détail des 
al^réviations dont cette méthode est susceptible , -à 
cause que p — 1 est toujours un nombre composé (a6). 
On les trouvera dans l'ouvrage de Lagrange (*) ; je me 



(*) On pronTcrait, par lenr-inoyen, que les racines de tonte 

^(jnation de fa forme> x^ "*"'—• i = o , loncjue son expirant est 
nn nombre premier, ne dépendent qne d'dçpations dn second degrë, 
et que par consolent on pent effectner, avec la règle et le compas^ 
l'a division du cercle en a» + x parties égales. 



33o COMPLÉMENT 

bornerai an déyeloppement d'un exemple très simple , 
destiné seulement à particulariser les indications géné- 
rales du n** précédent. 

L'équation x^— i =3 o étant ramenée i 

a:* + ^ + ** + * + * = ^> 
et la ramoe primitive de 5 étant a , on aura 

oe qui revient ^ 

t =- r + «I* + «'J^ + tf'r' ^ 

eu abalsiant atHkssons dé 5 le dernier exposant de r, 
et « étant une des racines autre que l'unité , dans 
réqnation .j^ -*- 1 ts: o. 
En effectuant le développement de t*, dans la forme 

on trouvera 

d'où 

« ss •— 1 'f 4tc 4- 1 4«' -^ 1 6«^ ; 

puis mettant pour « ses trois valeurs , qui sont 

oatr^ifTOra ■ 

Vas — t5 + aô/^, 

• .6-=^- i5 -aoV/~i. 
Le procédé indiqué dans te a" a5 , fournit les équations 
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* _ 

^?= a/ + rx' + y^x' f y»x", 

qui , jointes i l'^ation 

^ = x'+x'-h x"+ x", 
dooDénieBt 

et par ecnuâqaeBt , 

*y- t'— *y-^ 
jnaûcommacbacime des expressions y^A', |/â^» V^d*^ 

est susceptible de quatre Takun , Templûi ift toutes ccb 

valeurs en produirait ^4 pc^i' llncoenne r, entre lesv 

quelles il faudrait laûre un choix , piar des considérai 

tions aualc^gow^Â oeU.es qi|i lermîneiit les a<» i^^ict àot. 

Ijagrange ne a*itaat pas rappelé cette cirbonstance, a 

doimé y sur k page a84 de son ouvrage <b^' édît.) > un 

résultatinexaot ; aiab on est dispensé de tont escamenuL- 

térieur, q^nd on chef die le^ nicines coinimnes aux 

équations 

r^ + r^ + r' + r+taao, 
et 

< = r + ^»^ + ^*r* + «V- 

Lorsqu'on fait *=— i , * = V/'ô^= V^B, on trouve 
le facteur commun 
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d'où l'on tire 



En prenant <= — 1/5, ce qui revient a changer le 
âlgne dé V^5 , on obtient 

r = K— 1—1^5 ±: Va /5 — 10). 

Ces yaleuts et les précédentes fiont celles que , par la 
méthode indiquée n® a6 ^ Lagrange a obtenues à la 
page flgS de son ouvrage , et que donne aussi la mé- 
thode du n"" 56. # 

17a. Ce qui précède suffit pour m9ntrer l'importance 
et la difficulté de la théorie des nombres; les lecteurs 
qui voudront s'en iifstruire à fond , pourront consulter 
. Foiivrage où M. Legendre a, le premier > réuni cette 
théorie en un corps de doctrine complet , et lès Disquisi- 
tiones ariihmeticœ de M. Gauss, ou la traduct. française 
qu'en a donnée M. Poullet Celisle. Les premiers ma- 
tériaux de cette théorie sont l'ouvrage des plus grands 
géomètres de notre siècle , qui ont démontré la plapart 
dea.propositions dont Fermât ne nous avait laissé que les 
énoncés : leurs 'bravaux sont consignés dans les Recueils 
des Académies de Paris /de Beriiix et de Pétersbourg. 
C'est dans le dernier {Novi Cotnmeniarii ^ t- Vit et 
XVIII) qu'Euler a donné la Théorie des Restes &x<^ 
sée ci-dessus (p. 3i4 et suiy.) 



FIN. 



\ 



1 




vW/^ 







_y 



■fi 



.V-/0 



